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DETERMINAN

I. Pengertian

Susunan bilangan-bilangan yang diatur menurut baris dan kolom yang sama banyaknya

ditulis di antara sepasang garis tegak, disebut determinan.

Contoh : 2 3 1 4
5 -1 3 2
4 2 1 3
3 4 2 1

Dinamai determinan ordo 4 x4 = Dyy4

Tiap bilangan dalam determinan (di antara kedua garis tegak) dinamai unsure atau
elemen determinan. Determinan biasanya dinyatakan dengan huruf besar, sedang unsure yang
terletak pada baris ke-i dan kolom ke-j dinyatakan dengan a;; jadi & »3 adalah unsur dari baris
ke dua dan kolom ke tiga.

Sebuah determinan n x n ditulis :

a1 a2 a3 .... an

a1 a» a3 .... a;
D =

an1 an2 an3 ceoe ann

determinan ini disebut determinan berordo n x n
Perhatikan determinan D di atas, aj; a5 33 .... Aam disebut unsur-unsur

diagonal utama, sedang unsur-unsur ay, au.1y .... an disebut unsur-unsur diagonal

samping.

Dua buah determinan yang sama ordonya adalah sama jika dan hanya jika unsur-

unsurnya yang sepadan sama besarnya.

an an  ag bt bz b
D, = ay  ap ax D, = b2t bz by

a3 axn  as bsi b3z  bs;



D; = D, jika dan hanya jika a;; = by 5 a;z = b;z 3 a;3 = bys; ordonya tidak
mungkin sama.

Determinan adalah sebuah besaran. besarnya determinan n x n adalah sebuah
bilangan sebagai hasil penjumlahan dari n! suku. Tiap suku adalah hasil perkalian unsur-
unsur determinan yang tidak terletak sebaris dan tidak sekolom (tidak ada 2 unsur yang
terletak dalam satu baris dan tidak ada dua unsur yang terletak dalam satu kolom pada satu
suku, misalnya aj;; a1 as3).

Ingat : Indeks pertama menyatakan baris dan indeks kedua menyatakan kolom.
DEFINISI : Besarnya determinan 2x2 adalah hasil kali unsur-unsur diagonal utama
dikurangi dengan hasil kali unsur-unsur diagonal samping.

a b

szz = ad-bc

c d
Banyak suku dari determinan ordo 2x2 adalah 2!, yaitu ad (hasilkali unsur-unsur

diagonal utama) dan be (hasilkali unsur-unsur diagonal samping). Banyak suku dari
determinan 3x3 adalah 3!, yaitu 6 suku, dan tiap suku adalah hasilkali 3 unsur determinan
yang terletak pada baris dan kolom yang berlainan. Determinan ordo 3x3 dapat dihitung
dengan metoda SARRUS. sarrus menuliskan unsur-unsur kolom pertama dan unsur-unsur

kolom kedua di luar garis tegak sebelah kanan determinan dalam urutan semula.

Contoh :
a1 A1z A an an

D = a  ap ax a  ap = anpapaz + apazaz +
a3  axp  as; a3 axp A13221432 - 413422431 -

411223232 - 212221433
Unsur-unsur pada diagonal utama dikalikan dengan tanda positif, demikian juga unsur-
unsur pada diagonal // diagonal utama. Unsur-unsur pada diagonal samping dikalikan dengan
tanda negative, demikian juga unsur-unsur pada diagonal // diagonal samping. Semuanya
harus lengkap tiga unsur (yang tidak lengkap tidak dikalikan).
Metode SARRUS ini hanya dapat dipakai untuk menghitung besarnya determinan ordo

3x3. Jadi banyaknya suku dari determinan n x n adalah n!.



1I. MINOR

Tiap unsur determinan ordo n X n mempunyai minor yang merupakan determinan ordo
(n-1) x (n-1). Minor unsur a;; ditulis Mj; adalah determinan yang diperoleh dari determinan
Dnxn tanpa baris ke-I dan tanpa kolom ke-j. Jadi Mij adalah determinan ordo (n-1) x (n-1).

a1 a2 a13 Ay

Contoh : M23 dari D4x4 = a1 az a3 a4 = adalah D3x3
a31 a3 a3z aA3q
a1 A4 A43 Ay

Yaitu determinan 3x3 yang didapat dari determinan pertama 4x4 tanpa baris 2 dan

tanpa kolom 3 :

a1 a2 Ay
a31 a3 a3
A41 A4 Ay

My =

Menghitung besarnya determinan dapat dilakukan dengan menggunakan minor unsur-
unsur dari satu baris atau unsur-unsur dari satu kolom. besarnya D33 di atas dapat dihitung
menurut unsur-unsur baris ke-2 :

Dig = ay (-1)*" My + an(-1)*? My + a3(-1)*" My

a2 a3 an a3

a1 an ‘

= — az21 |ax» asz3 + axp a3  a33 — a3 a3 a3

= — az; (212233 — 213232) + a2 (211233 — 213331) — az3 (211232 — 212231)
= — azappazz + aa;3a3; t+ axapazy — apazaz — axpapazp; t

a23412a31

I11. KOFAKTOR

Kofaktor dari unsur a; ditulis Aij dan besaernya adalah |A ij | =(-1) |Mij | .
Menghitung besarnya sebuah determinan dapat juga dengan menggunakan kofaktor.
menyelesaikan D33 menurut unsur-unsur baris 2 dengan menggunakan kofaktor adalah :

Dix = anAn + anAs + apAx

= ay (-1)""Ma1 + axn (-1)*?Ma + ay (-1)""My,

= —ax |ax a3 + ap an a3 —az an  an
a3z a3 a3 as3 a3 a3y
Sama dengan yang di atas. Periksalah !
Besarnya determinan Dnxn dapat dihitung dengan memakai KOFAKTOR. caranya

sama dengan di atas, menyelesaikan determinan menurut unsur-unsur dari satu baris atau



unsur-unsur dari satu kolom. Tiap unsur itu dikalikan dengan kofaktornya kemudian

dijumlahkan.
SOAL :
1. Hitunglah besarnya determinan berikut dengan metoda Sarrus dan dengan memakai
kofaktor :

5 2 6 3 4 2 3 4 5
A=|3 4 2| ; B= |4 5 3 ; C=|4 5 2
4 5 3 5 2 6 2 35

2. Hitunglah besarnya determinan di bawah ini :

3 4 2 5 4 5 3 2
A = 4 5 3 2 B = 3 4 2 5
5 4 6 3 5 4 6 3
6 3 5 4 6 3 5 4
3. Hitunglah akar-akar persamaan :
x 1 1 x 1 1 X x 1
a 1 x 1 =0; b 3 2x x+1 |[=0; ¢ 4 2 1
1 x x 1 X X 9 3 1
4. Tunjukkan bahwa :
1 x x
1y ¥ = -0 E-y) (-



IV. SIFAT-SIFAT OPERASIONAL DETERMINAN

Sifat 1 : Dua buah determinan tidak boleh dijumlahkan atau dikurangkan walaupun ordonya

sama.
Bukti : 3 2 1 4 4
1 5 + 2 3 * 3
(15-2) + 3—-8) # (32-18) atau 13-5 # 14
Sifat 2 : Dua determinan yang sama ordonya dapat dikalikan, dan didapat sebuah determinan
yang ordonya sama dengan yang pertama.
a1 a2 a; bii bz b3
ay  ap ap byt bay by =
a3 azp a3 bsi b3z bss
apbutanbytasbs  apbrtapbatasbs, apbistabastasbss
azyibitanbatasbs  aybitanbntabs aybiztanbitarbs;
azibitanbatassbs  asibietasbataszsbs:  azibiztaszbastassas;
Contoh : 3 2 4 2 4 3
5 3 2 X 4 2 5 = 27x 4 = 108
3 4 5 3 5 4
32 +24 + 4.3 34 + 22 + 4.5 33 +25 + 4.4 26 36 35
52 + 34 + 23 54 + 3.2 + 2.5 53 +35 + 24 =128 36 38
32 + 44 + 5.3 34 + 42 + 5.5 33 +45 + 54 37 45 49
26 36 35] 26 36
28 36 38] 28 36 = 4586+ 50616 + 44100 + 46620 + 44460 — 49392
37 45 491 37 45 = 108
PERHATIAN :

1) Dua buah determinan yang tidak sama ordonya, tidak boleh dikalikan satu dengan

yang lain.

2) DxD= D’ ; DxD*=D’ ; dan seterusnya.

Sifat 3 : Baris dan kolom dari sebuah determinan dapat dipertukarkan (baris menjadi kolom

dan kolom menjadi baris) dengan urutan yang sama.



= aei + bfg + cdh — ceg — dbi — afh

b ¢
e f =
h

I

R s
e T
-
H-:m

Perhatian : Determinan kedua disebut determinan transpose dari determinan pertama. Jika
pertama D, maka determinan kedua ditulis D.
Sifat 4 : Jika dua baris (kolom) dipertukarkan, maka tanda determinan berubah (harganya

berlawanan : D dan -D).
c
f = -
i

Suku-suku kedua determinan itu berlawanan (berlainan tanda).

D; = bdi + afh + ceg — cdh — aei — bfg
D, = aei + bfg + cdh — ceg — bdi — ath

b ¢
e f
h i

= 0 o
e & &
R o

Sifat S : Determinan yang mempunyai dua baris (kolom) sama, besarnya adalah 0 (nol).

Bukti :

= adh + afg + cdg — cdg — cdh — adh — afg = 0

a
d
g

e o
= . 6

LERE-T
e S

Sifat 5 ini dapat juga dibuktikan dengan menukarkan kedua kolom (baris) yang sama
it D=—-D-> 2D=0 > D=0.
Sifat 6 : Jika unsur dari satu baris (kolom) dikalikan dengan k, maka besarnya determinan

itu sama dengan k kali besarnya semula.

a kb c
Bukti : d ke f = kaei + kbfg + kedh — keceg — kebdi — kath
g kh i = k (aei + bfg + cdh — ceg — bdi — afh)

Lihat determinan D, pada sifat 4 di atas.

Sifat 7 : Hasil kali unsur-unsur dari satu baris (kolom) dengan kofaktor unsur-unsur baris

(kolom) lain berjumlah 0 (nol).

Bukti : ajjAz tapAn tapsAy = —anMa +ainMp —a;sMas
| a2 a3 | | an a3 | | a1 an |
= - an a3 a3z + ap a31 a3z — a3 a1 a3
=-—an (a1za33*313a32) + ap (311333*313331) — a3 (311332*312331)

=—aj1a12a33 T a11a13a32 + a12a11a33 — a12 213831 — a13a11a32+ a;zapaz = 0



Sifat B : Suatu determinan yang unsur-unsurnya dalam satu baris (kolom) merupakan suku
dua dalam bentuk x; +y; , maka determinan itu dapat ditulis sebagai jumlah

dari 2 determinan, sedemikian sehingga determinan kedua mempunyai satu baris

(kolom) unsur y; dan unsur-unsur baris (kolom) lain tetap.

XitYr Z; U Xi Zp U Y. Z; U
Xz"‘Yz Zz Uz = Xz Zz Uz + Yz Zz Uz
X3tY; Zz Us Xs Zz U Y Zz U;
Sifat 9 : Suatu determinan yang unsur-unsurnya pada tiap baris (kolom) merupakan

kombinasi linier dari unsur-unsur baris-baris (kolom-kolom) lain, maka besar

determinan itu adalah O (nol).

ka+tmb a b ka a b mb a b a a b
kd+me d e |+ Jkd d e |+ |me d e] =k [|d d e |+
kf+mg f g kf f g mg f g f f g

b a
+tm| e d e =0+0=0

g f g
(Ingat : Determinan yang mempunyai dua baris/kolom sama besarnya O

(nol) )

Sifat 10 : Semua unsur dari satu baris (kolom) dapat dikalikan dengan sebuah bilangan dan

ditambahkan pada unsur-unsur baris (kolom) lain.

atkb+mc b ¢ a b ¢ b b ¢ c b ¢
d+ke+mf e f = ]d e f +tkle e f +m |f e f
g+kh+mi h i g h i h h i i h
a b ¢
= d e f
g h i

++ Karena kedua determinan terakhir masing-masing = 0.



SOAL :

Selesaikan dengan menggunakan sifat-sifat determinan :

1.
1 3 2 -1 1 3 2 2 2 3 4 1
A=|2 -1 3 1 ;1B = 2 1 1 1 C= 13 2 1 4
-1 2 1 1 -1 2 3 3 4 1 2 3
2 5 2 3 2 1 -3 3 1 2 3 4
4 1 2 3 0 3 2 1
D=| 3 2 1 4 sE=1-1 0 3 2
3 3 4 1 2 -1 0 3
1 2 3 4 -3 2 -1 0
2. Diketahui determinan-determinan :
1 1 -1 2 1 1 1 3 4
A=|2 1 3 ;B = 3 1 0 sC=12 -1 0
1 0 1 -1 2 4 0 1 3
a. Tentukan determinan AxB; Bx A ; (AxB)xC ; (AxC)xB; A x

(BxC).
b. Hitunglah besarnya determinan-determinan A, B dan C demikian juga determinan-

determinan pada a, dan periksalah kebenarannya.

3. Tunjukkan bahwa :

a -b -a b
b a -b -a
c d ¢ = 4@ +b)(*+d)
d c d C

4. Buktikan bahwa luas segitiga ABC dengan titik-titik sudut A (x1,yl) ; B (x2,y2)
dan C(x3,y3) adalah :

. x1...yl...1
= —[[x2...y2...1
X3...y3...1

+» Kemudian hitunglah luas segitiga ABC, jika A(2,3) ; B(5,-7) dan C(9,-3).



5. Jika garis lurus g; : a;xx+byy+¢; =0

g@iaxx+by+ec; =0 dan g3 = azx + b3y + ¢3 =0 melalui satu titik, maka :

a1 b1 Cq
a2 b o = 0.
a3z b; ¢ Buktikan

6. Sebutkanlah, apa yang dinyatakan oleh persamaan-persamaan di bawah ini :

a. x y 1 b. x y z 1
X1 Y1 1 =0 X1 Y1 7g 1 =0
X2 y2 1 X2 2 7o 1
X3 Y3 Z3 1
c X2 ty2 X oy 1
17 -1 -4 1 =0
45 3 -6 1
53 7 2 1
7. Buktikanlah bahwa :
1+ a a A3 « o . ap
3] 1+a, a;.... a,

=1+a,+a,+... +a,

ai a a . . . .

V. SISTEM PERSAMAAN LINIER

Suatu persamaan linier berbentuk :

anxy tapx; +agxs +....+ apXan = by
ayx;y tapx; tasxs ...+ apXa =b
aX; + apXp + aX3 ... .+ apXy = by

CRAMER memberikan cara menyelesaikan system persamaan linier ini sebagai

berikut



a1
a1

an]

by
by
D1 =

ai]
a2
D,

a1

a1
D3 =

an]

a1
a1

anl

a2
ax

an2

a2
a

an2

by
b,

an
az

an2

a2
a

an2

a3
a3

an3

a13
423

an3

a13
a3

an3

b
b,

a13
a3

an3

din
Aon

a1’11’1

din
Aon

ann

Ain
Aon

ann

Ain
Aon

a1’11’1

by
by




CATATAN :

1.
2. Jika D =

Jika D # 0, didapat n buah akar yang berlainan, yaitu x; , X , X3,

R

0 , berarti bahwa salah satu persamaan itu adalah kombinasi linier dari

beberapa persamaan lain. Oleh karena itu system persamaan itu dapat diselesaikan dengan

(n — 1) buah persamaan sembarang diantara n buah persamaan yang diberikan. Jika p

(pers 1) + q (pers 2) + ...+ (pers ke n — 1) = k (pers n) maka akar-akar x;, Xz, X3,

, Xp.1 dinyatakan dengan X, . atau akar-akar dinyatakan dengan x- , dan sebagainya.

SOAL !!!

1. Selesaikan sistem persamaan :

a. 6x + 2y — 5z =13
3x + 3y — 2z =13
7x + S5y — 3z =26

2. Selesaikan sistem persamaan :

a. 2x —y +z =4
x + 3y + 2z =12
3x + 2y + 3z =16

3. Selesaikan sistem persamaan :

a. X —y —3z —u =1
2x +4y —2u =2
3x +4y - 2z + u =0
X + 2z —3u =3

2x +y —z =

3x +y +z + 2u
2x +'y —z — u
x +2y -2z - u
X +3y +2z—- 2u

=]

X +ty t+z +au

x +2y +3z +

3x +y +z +2u

2x +3y + 2z —

u

u



