Diktat Kuliah TK 301 Matematika

BAB 6
INTEGRAL DAN PENGGUNAANNYA

6.1 Integral Taktentu (Antiturunan)
Fungsi F disebut antiturunan (integral) dari f pada interval | jika (:j—F = f(x). Jika yang
X

diketahui adalah f(x), untuk mendapatkan F(x) dilakukan pengintegralan. Secara umum
ditulis,

jf(x)dx:F(x)+C.

dengan C adalah konstanta. Simbol If(x)dx [dibaca: integral dari f(x) terhadap x].

Dalam hal ini, fungsi yang diintegralkan, yakni f(x), disebut integran.

Berikut beberapa rumus dasar integral.

r+1
@ Jxrdx= +C ,rz-1

r+l

) jidx=|n|x|+c,x #0
X

(3) _[e*dx: e*+C

(@) J'sin xdx=-cosx+C

(5) jcosxdx:sin x+C

CONTOH1  Hitung J.xzdx.

Penyelesaian

J.xzdx=2i1x2*l +C=%x3 +C
+

Perhatikan bahwa untuk mengintegralkan pangkat dari x, tambahkan pangkat dari x oleh
1 dan bagi oleh pangkat baru.

CONTOH2  Hitung [(2x* ++/x)dx.
Penyelesaian
J.(Zx3 +~/x)dx = J.2x3dx + le’zdx

L2y
2 3
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6.2 Mengubah Bentuk J.f(x)dx Menjadi J.f(u)du : Metode

Substitusi
Jika u = g(x) disubstitusikan pada f (x)sehingga mengubah J'f (x)dx menjadi If (w)du
dan jika F adalah antiturunan dari f,
jf(x)dx: jf(u)du: F(u)+C=F(g(x)+C.

CONTOH1  Hitung J.(x +)(x* +2x)%dx.

Penyelesaian
Misal u=x>+2x

%=2x+2=2(x+1) - 1du=(x+1)dx
dx 2

maka
j(x +1)(x2 +2x)%dx = I(xz +2x)° x+dx_

:juz-%du

:1-1u3+C
2 3

:%((2+2xj+c

CONTOH 2  Hitung j(2x3 +DVx* +2x —5dx.

Penyelesaian
Misal u=x*+2x-5
du s 3 1 3
— =4x"+2=2(2x" +1) > —=du=(2x" +1)dx
dx 2
maka

I(2x3 +)vx* +2x—5dx=% J-\/Udu=% Iu”zdu=%u3’2 +C=% ¢ +2x-577+C

X+1

CONTOH3  Hitung [—————dx.
X*+2Xx-5
Penyelesain
Misal u=x+2x-5
du

— =2X+2=2(x+1) > (x+1)dx=1du
dx 2

Maka
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J.zx;ldX=1 L uj+Cc =L X +2x—5]+C.
X“+2Xx-5 2u 2 2

CONTOH4  Hitung [-° S0
e+

Penyelesaian
Misal u=e*+2

du =e*dx
Maka

X

[ dx:'[d—u:In|u|+C=In|eX+2|+C.
e +2 u

CONTOH5  Hitung jsinzxdx.

Penyelesaian
Misal u=2x

@=2 - 1du=dx
dx 2
maka
_[siandx: J'sinu -Edu=—lcosu +C =—1c052x+C
2 2 2
CONTOH 6  Hitung jsin3 XCOosXdXx.

Penyelesaian

Misal u=sinx
du
— =c0SX — du=cosxdx
dx

maka

.[sin3 xcosxdx = Iu3du=1u4 +C =lsin4 X+C
4 4

6.3 Teorema Dasar Kalkulus: Integral Tentu
Jika f kontinu (terintegralkan) pada [a, b] dan F adalah antiturunan dari f,

k].f(x)dx: F(b)-F(a).

a disebut batas bawah dan b batas atas.

3
CONTOH1  Hitung [xdx .
1
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Penyelesaian
3

3J'xdx:lx2 :llz—lz_:4.
. 27|, 2 -

2
CONTOH 2  Hitung j(x2 +xM2)dx .
0

Penyelesaian
3 3
I(xz + x“z)dx:lx3 + 2y
J 3 3

1 e, 2 e _ 1 2 3 312 |
:{5(3) +§(3) } {3(0) +3(0) } 12,46

0

712

CONTOH3  Hitung sin 2xdx .
0

Penyelesaian
Misal u=2x maka du=2dx — dx=%du

Batas bawah: x =0 > u=0dan batas atas: x=n/2 >u=2x=7=
sehingga

rl2 1 T 1
Isin 2xdx == jsin udu =—=cosu
0 2 0 2

v

:_% Ios;r—coso:z—% f1-1=1

0

2
CONTOH4  Hitung j(zx +1)VX2 + X+ 2dX .
0

Penyelesaian

Misal u=x*+x+2 maka %=2x+1—> du = (2x +1)dx
X

Batas bawah :x=0-—u=0?+0+2dan
Batasatas :x=1—> u=1°+1+2=4
sehingga

1 4 _ -
(@x-+ DV + x+ 20k = [uau :%u“ =§ b -2 _=§ § 22 ~345
2

0

6.4 Beberapa Sifat Integral Tentu
Berikut adalah sifat-sifat integral tentu.
(1) Linier

Q) k].kf (x)dx =k li'.f (x)dx
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i) [FC0+g00dx=[f)dx+ [g(x)dx

(2) Penambahan Interval
Jika f terintegralkan pada interval [a, c] yang di dalamnya ada b,

]f (x)dx = li'.f (x)dx + CJ.f (x)dx

(3) Sifat Pembandingan

Jika f dan g terintegralkan pada interval [a, b] dan f(x) < g(x) untuk semua X
dalam [a, b],

bJ.f (X)dx < k].g(x)dx .

(4) Sifat simetri
Jika f fungsi genap,

jf (x)dx = 2jf (x)dx
-a 0
Jika f fungsi ganijil,
j f (x)dx =0

5
CONTOH 1 Hitung jz(x +1)dx .
1

Penyelesaian

5 2 2 1 2 3
jZ(X +1)dx:2fxdx+ Zjdx:zhxz} +2k; =2:2+2:1=5.
1 1 1

1

3
CONTOH 2 Hitung j|x|dx.
-2

Penyelesaian
0

¥ : 1.,]" J1 9
j|x|dx:j—xdx+jxdx:[——x2} +{—x2} =-2+==2%,
4 ; 2" |, |2 2

-2

6.5 Pendiferensialan Integral Tentu
Jika f terintegralkan pada [a, b] yang memuat variabel x, berlaku

(1) %[ff (t)dt}: f(x)

) %[j: f(t)dt:|=—f(x)
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o 21" 0u]- 10w} 5-10
) %“ﬂ(x)f(t)dt}=%[ff(t)dt]%=_f(u).%

CONTOH1 Cari i[ jtdt}.
dx| ;

Penyelesaian
Cara konvensional, cari dulu

Xll 1

jtdt —t2 -5

Selanjutnya
d Itdt d [1 x? —l}zx
dx| ; dx 2
Sementara itu, menggunakan rumus pendiferensialan integral tentu, lebih mudah, yakni

%ﬁtdt}:x.

CONTOH 2  Hitung —{ 2L+5 }dt

JVt +16

Penyelesalan

] 2t +5 _ 2x+5
dx| 3716  Jx+16
d 4
CONTOH 3  Hitung d—“sin2 ucosudu} .
X X

Penyelesaian
Perhatikan rumus untuk pendiferensialan integral tentu terhadap batas bawah.

d 4
™ jsin2 ucos udu = —sin? X cos X .
X

CONTOH 4  Hitung i[jtzdt]
dx| s
Penyelesaian

Perhatikan bahwa, dalam kasus ini, batas atasnya adalah x2. Untuk itu, gunakan aturan
rantai sebagai berikut.
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Misal u = x? maka %=2x.
dx

Selanjutnya

d x2 , d u , du ) 2? 5
—| |t°dt |=—] |t°dt |- —=u"-2x= -2X=2X7.
de } duLI } dx ¢

6.6 Pengintegralan Parsial
Pengintegralan parsial diterapkan ketika pengintegralan substitusi tidak dapat dilakukan.
Rumusnya sebagai berikut:

J.udv: uv— Ivdu.

CONTOH1  Hitung J.x\/x+1dx.

Penyelesaian
Integral ini sebetulnya dapat diselesaikan menggunakan metode substitusi sebagai
berikut.

Misal u=x+1 — du=dx

maka

Ixﬁdx = J'(u ~1)udu

:J'Islz _yl? auzgusm _Eu3/2+czz(x+1)5/2 —E(X+l)3/2 +C
- 5 3 5 3

Integral di atas juga dapat diselesaikan dengan pengintegralan parsial sebagai berikut.
Misal u=x — du=dx

dv=+x+1dx - v= J.\/x+1dx=§(x+1)3’2

2 4
fvdu= Ig (x +1)3’2dx=E(x +1)%2

sehingga
Ixe_Jrldx = judv =uv-— jvdu

2 4
=X-—(x+1D* - = (x+D**+C
3( ) 15( )

Kedua jawaban di atas tampak berbeda. Akan tetapi, jika masing-masing disederhanakan
lagi, akan diperoleh hasil yang sama. Coba buktikan.

CONTOH?2  Hitung J.xsinxdx.

Penyelesaian
Misal U=x—>du=adx
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dv=sinxdx —> v= _[sinxdx:—cosx
selanjutnya
J'vdu= j(—cosx)dx= —sinx
maka

J.xsin xdx= fudv: uv— Ivdu= X(—cosx) — (—sinx) + C =xcosx+sinx+C

Catatan: u dan dv harus dipilih setepat mungkin agar pengintegralan menjadi lebih
sederhana.

CONTOH3  Hitung jtzcos4tdt.

Penyelesaian
Misal u=t> - du=2tdt

dv=cosdtdt > v= Icos4tdt= %s in4t

_[vdu=% jtsin4tdt

Integral ini, kembali harus dicari dengan cara parsial sebagai berikut:
Misal w=t — dw=dt

dz=sindtdt > z= fsin4tdt=—%cos4t

jzdw= —1 J'cos4tdt = —is in4t
4 16
maka
. 1 1 .
Itsm Atdt = jwdz= Wz — Izdw: ——tcos4dt + —sin4t
4 16

sehingga

.[vdu=1 _[tsin4tdt=—ltcos4t+isin4t

2 8 32

Dengan demikian diperoleh
.[ t? cos 4tdt = J‘udv =u - Ivdu

:lt2 sin 4t +1tcos 4t —isin 4t +C
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6.7 Penggunaan Integral
6.7.1 Luas Daerah Bidang Datar

Daerah di atas sumbu-x Luas daerah dibatasi oleh kurvay = f(x) >0,y =0, x = a, dan
X = b adalah

y
y =f(x)

A= l]‘ydx

CONTOH 1  Cari luas daerah yang dibatasi oleh y=x*+1,y=0,x=-1danx = 2.

Penyelesaian

A = Zj(Z +1.9x

2
:Fx3 +x}
37 7,

1., 1
) ” X =|:§2 +2:|—|:§(—1) +(—1):|

Daerah di bawah sumbu-x Luas daerah yang dibatasi oleh kurvay = f(x) <0,y =0, x =

a, dan x = b adalah
y

y=x+1

b
A= —J'ydx

a

y =f(x)

CONTOH 2  Cari luas daerah yang dibatasi oleh y=x* +2x -3 dany = 0.

Penyelesaian

Titik potong kurva dengan sumbu-x

y=x*+2x-3=0

(x+3)(x-1)=0

x=-3danx=1
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Daerah yang dimaksud ditunjukkan pada gambar di atas. Luasnya adalah

1

A =—[€ +2x-30x
-3

1
=—Fx3 +x° —3x}
3 ,

=—K%-13 1 4-1]-@-(—3)3 +(-3)? —3.(—3))}

~102

Daerah yang dibatasi oleh dua kurva Luas daerah yang dibatasi oleh kurva y; = f(x),
Y2 = g(X), X = a, dan x = b, dengan y, >y, adalah

y y1 = f(x)

Y2 =9(x) A:”“/ Ly

. ' X a
b

CONTOH 3 Cari luas daerah yang dibatasi oleh y=2—x* dany = x.

Penyelesaian

Daerah yang dimaksud ditunjukkan pada gambar. Batas bawah dan batas atas integral
diperoleh dengan mencari titik potong kedua kurva sebagai berikut.

Y, =Y, maka
2-x* =X
x> +x-2=0

(x+2)(x-1)=0

x = —2 (batas bawah) dan x = 1 (batas atas).

Dengan demikian,

A= }k—xzj—xgjx
-2

1 _
= _“—x—ngx
-2
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Catatan Jika daerahnya dibatasi oleh x; = f(y), X2 = g(y), y = ¢, dan 'y = d, dengan x; > X,

Azd_..h_ngy

CONTOH 4
Penyelesaian
Titik potong kedua kurva

2
X, =X, LY 3y
4 4

y? -3y +4=0
(y+D(y-4)=0
y =-1 (batas bawah) dan y =4 (batas atas)

Dengan demikian,

b
A= [(x, = x,)dy
_]-(3y+4j_y_2d
1 i
14“3/+4—yzay
419 =

13, 1,
4{23/ y SVL

125
24

Aip Saripudin

1 §.42 +4.4_1.43
41\ 2 3

Cari luas daerah yang dibatasi oleh kurva y* = 4x dan garis 4x—3y=4.

3, 1,
(3ot eacn-Fn ﬂ
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6.7.2 Volume Benda Putar

Pemutaran terhadap sumbu-x Jika y = f(x) dengan batas a <x <'b diputar ke sumbu-x
positif, volume yang dihasilkannya adalah

\ U V:ﬂl]yzdx

Jika bidang yang diputar dibatasi oleh dua kurva,
y

vrff-y: dx

CONTOH 1  Sebuah bidang R didefinisikan sebagai daerah yang dibatasi oleh y = x?,
y=0, x =0, dan x = 4. Cari volume yang dihasilkan jika R diputar ke
sumbu-Xx.

Penyelesaian

b 3 3
\Y, =7Z'J‘y2dX=7Z'J.X2dX=7Z'|:%X3:| :”[%.33 —O}=97r satuan volume.
a 0 0

CONTOH 2  Sebuah bidang R didefinisikan sebagai daerah yang dibatasi oleh y = x?,
y=x+2, dan x = 0. Cari volume yang dihasilkan jika R diputar ke
sumbu-x.

Penyelesaian

Batas-batas integral dapat ditentukan oleh titik potong kedua grafik maka
y, =Y, > X =x+2

=x?-x-2=0
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=>x+1)(x-2)=0
—=>x=-1dan x=2

Akan tetapi x = —1 berada di luar daerah yang didefinisikan maka batas bawah integral
adalah x = 0 dan batas atasnya x = 2 sehingga

b _ 2 —
VZ/Z'J.I/ZZ—yngZﬂ'J.k+2;2—X49X
a 0

2 —
_ 2 I
=7 +4x+4 - x" dx
0
2

=7Z'|:EX3 +2x? +4x—£x5}
3 5

0

=12 &t 7 satuan volume
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