II. METODA ITERASI

2.1.  Pendahuluan

Sebagai pendahuluan terhadap gagasan metoda iteratif, disini ada suatu trik sederhana untuk dijalankan pada kalkulator anda. Atur kalkulator anda untuk bekerja dalam mode "degre" dan masukan sembarang nomor yang anda sukai. Tekan COS empat kali. Sekarang jawaban anda 0.999847741. Jika anda mencoba dengan trik ini, anda akan mendapatkan angka akhir yang sama walaupun dimulai dengan angka yang sembarang. Jika anda tekan panel COS lebih dari empat kali, juga akan didapatkan jawaban  0,999847741 yang ditampilkan berulang. Jadi apa keajaiban angka ini ?  Jika kita tetapkan  (  = 0.999847741, kemudian kita perlihatkan bahwa cos (o adalah juga sama dengan (  dengan kata lain (  adalah akar dari persamaan ;  


cos xo = x







(2.1)                                 


Jika anda bertanya penyelesaiannya persamaan (2.1) mungkin anda tidak mengetahui dimana memulainya, kecuali mungkin dengan cara atau pengertian coba-coba. Kita mulai dengan memasang sembarang angka xo  pada kalkulator, sebagai misal xo  = -22.2222 , kemudian kita hitung ;

  x1  = cos xo    = 0.925724116

  x2  = cos x1o   = 0.999869479

  x3  = cos x2o   = 0.999847735 

  x4  = cos x3o   = 0.999847741

  x5  = cos x4o   = 0.999847741

  dst

  
Ini merupakan suatu contoh proses iteratif, yang dimulai dengan nilai pendekatan untuk x0 , kemudian ;

  xr +1  = F(xr)  ,  r = 0,1,2,3,....                       




(2.2)

sampai beberapa fungsi F, sehingga kita mendapat kondisi dimana xr+1  mendekati nilai xr , tergantung ketelitian yang diminta. Nilai inilah yang merupakan akar dari persamaannya

 
x = F(x)







(2.3)

2.2. Penyelesaian Persamaan Sederhana

Contoh lain, dengan penggunaan komputer. kita akan melakukan proses iteratif ; 

xr+1 = 










(2.4)

dan penerapannya dengan program (BASIC) :

10 REM ITERATIVE PROCESS 

20 INPUT "X0":X

30 LET R=0:LET Q =1E-9

40 LET R=R+1

50 LET Y=X

60 LET X=.5*X*X+.25

70 PRINT  R,X

80 IF ABS (Y-X) > Q THEN GOTO 40

90 PRINT: PRINT "ROOT IS";X

Jika kita tentukan x0  = 1, maka hasilnya seperti ini :

X0? 1

  1         0.750000000

  2         0.531250000

  3         0.391113281

   ...............

   ...............

  16        0.29289323

  17        0.29289322

  18        0.29289322

  19        0.29289322

ROOT IS  0.292893219

Bilangan tersebut hanya didapat dari akar persamaan : 


xr+ 1  = 1/2  xr2 + 1/4 

Bila kita tulis ulang dalam bentuk persamaan kuadrat : 



2x2 - 4x + 1 = 0

Akar-akar dari persamaan tersebut adalah :

1 ( 

 = 0.292893219,    dan     1.707106781

Kita dapat bertanya mengapa hanya didapat satu akar dari persamaan kuadrat sebelumnya. Dan bagaimana kita perkirakan bila kita kerjakan dengan nilai awal xo  yang berbeda.

Disini dicoba apabila program tersebut dengan nilai awal yang berbeda yaitu dengan nilai x0 = 2 , didapat :

  1           2.25000000

  2           2.78125000

  3           4.11767578

  4           8.72762692

  5           38.3357358

  6           735.064321

  7           270160.028

  8           3.64932203D+10

  9           6.65877564D+20

  ? OVERFLOW  ERROR  IN  60

Dalam hal ini proses iteratif tidak mendapatkan nilai hasil perhitungannya (divergen).

2.3. Penggambaran Secara Grafis

       Bila dicoba program terakhir dengan beberapa nilai x0 yang berbeda akan didapat bahwa proses konvergen jika  

 < 1.70710678 (akar terbesar dari persamaan kuadrat), tetapi keadaan konvergen selalu menuju pada akar yang lebih kecil ; 0.292893219. Dengan kata lain jika 

 > 1.70710678 prosesnya divergen. Konvergensi dan divergensi ini diilustrasikan secara grafis dalam Gambar.2.1 dan Gambar.2.2 .
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Gambar 2.1  Konvergensi dari proses iteratif (2.4)
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Gambar 2.2  Divergensi dari proses iteratif  (2.4)

Dalam diagram ini kami tunjukan grafik  y = x dan y =  1/2  x2 + 1/4 , Grafiknya memotong di A dan B yang menyatakan dua akar dari persamaan tersebut. Bila ditetapkan nilai x0  , didapat titik P1 , letak garis vertikal dari x0  yang memotong kurva  y = 1/2  x2 + 1/4 ,   Titik Q1 pada garis y = x dengan koordinat (x1 , y1), dan tinggi P2 nilainya adalah x2 . Kemudian proses berlanjut dengan bentuk tangga P1Q1P2Q2P3Q3 dalam Gambar 2.1 , sehingga makin dekat ke titik A, yang menunjukan proses tersebut konvergen terhadap akar terkecil. sedangkan dalam Gambar 2.2, bentuk tangganya bergerak semakin keluar, hal tersebut menunjukan keadaan divergen.

2.4. Beberapa  Kelebihan  Proses Iteratif

Pada pengerjaan sebelumnya kita telah mencoba menyelesaikan persamaan kuadrat : 


2x2 - 4x + 1 = 0






(2.5)

Proses iteratif (1.4) diperoleh dengan menulis ulang persamaan dalam bentuk  :


x = 1/2  x2 + 1/4 .    

jadi untuk mendapatkan proses iteratif dalam menyelesaikan persamaan tersebut harus ditulis persamaan dalam bentuk x = F(x) .  sebagai contoh kita tulis persamaan 2.5 dalam bentuk :

x = 

, yang dalam bentuk iteratifnya  : xr+1 = 


Penerapan dalam programnya , dapat dilakukan dengan merubah baris 60 program terakhir menjadi

60 LET X = SQR (2*X - 0.5)

Setelah di jalankan dengan berbagai nilai x0 akan didapat bahwa sembarang nilai x0 lebih besar dari 0,292893219, maka proses tersebut akan konvergen pada akar akar terbesar yaitu 1.70710678.

Untuk pengambilan nilai x0  kurang dari 0.292893219, cepat atau lambat akan didapat pesan salah hal ini diakibatkan memakai akar dari bilangan negatif.

Sebagai gambaran kita akan meninjau dua persamaan disini. Pertama meninjau persamaan lain dari  
x2 + x - 6 = 0 





(2.6)

yang akar-akarnya  diketahui adalah 2 dan -3. berdasarkan  proses iteratif :


xr+1 = 6 - xr2 

walaupun begitu jika anda coba persamaan tersebut, akan didapat bahwa persamaan tersebut divergen untuk semua nilai x0 kecuali x0 = 2 dan x0 = -3.

Cara lain untuk penulisan persamaan (2.6) dengan pendekatan proses iteratif yaitu 
xr+1 = 


akan didapatkan konvergensi terhadap akar 2 untuk x0 ( 6 , untuk x0 > 6 akan langsung didapat ILLEGAL QUANTITY ERROR.

Kedua meninjau persamaan : 


x + ln x = 0    







(2.7)

Untuk keperluan proses iteratifnya adalah :


xr+1 = -ln xr
yang kita terapkan dengan merubah baris 60 menjadi :

60 LET X = - LOG(X)

apapun nilai awal yang kita gunakan, akan selalu didapat :

ILLEGAL QUANTITY ERROR IN 60

Hal ini disebabkan mengambil logaritma bilangan negatif. 


Kita dapat juga menulis persamaan (2.7) sebagai   x = e-x   yang memberikan proses iteratif  xr+1 =  

 , hal ini akan konvergen pada akar 0,567143290 untuk semua nilai x0 , tetapi akan kita dapat overflow error jika x0  diambil sebagai suatu bilangan negatif yang lebih besar.


Dengan demikian jelaslah bahwa terdapat dua kesulitan dalam penerapan proses iteratif :

( i )   Proses tersebut kemungkinan tidak konvergen

( ii )  Bila terjadi konvergensi, kemungkinan konvergen pada akar yang salah.
2.5  Penyelidikan  Konvergensi  Secara  Teoritik

Andaikan kita mempunyai suatu proses iterasi xr+1 = F(x)  dan ingin mengetahui apakah terjadi konvergensi yang menghasilkan akar ( dari persamaan   
x = F(x).

Kita umpamakan dulu bahwa xr cukup dekat terhadap ( , dengan demikian kita dapat menulisnya :   


xr = ( + (r , dimana  (r kecil. 

Jika  (r   yang didapat lebih kecil selama r bertambah, sehingga proses menjadi konvergen terhadap (. Tetapi apabila yang didapat semakin besar maka proses menjadi divergen.

Dengan demikian kita tuliskan :

xr+1 = F (xr)

       = F (( + (r )

       = F (() +  (r F’(() + 1/2 (r2 F’’ (() + .....




(2.8)

 
Dengan menggunakan deret Taylor (Taylor series).  sekarang  ( = F((), bila  ( adalah akar dari persamaannya, dan jika (r adalah kecil, kita hilangkan (r2, sehingga :

 
xr+1 ( ( +  (r F’(()     atau   
xr+1 (  (r F’(()

Dengan ini secara nyata bahwa (r yang didapat makin kecil selama pertambahan r  jika dan hanya jika  

 < 1 , inilah kondisi untuk konvergen. Tetapi dengan catatan asumsi (r adalah kecil. Jadi proses akan konvergen jika 

 < 1 terjadi dan kita memulainya cukup dekat terhadap akar yang diperlukan.


Hasil yang didapat tidak dapat langsung digunakan, karena itu perlu dievaluasi fungsi F' pada akar (, dan tentu saja kita tidak mengetahuinya nilai ( sebelum kita memulainya.

Sebagai contoh ; suatu proses iteratif  xr+1  = 1/2  xr2 + 1/4 .   Nyatakan F'(x) = x . Jika kita telah mengetahui bahwa hanya satu akar antara 0 dan 1 dan yang lain antara 1 dan 2, kita dapat langsung mengatakan bahwa proses akan konvergen dalam bentuk ;


xr+1 = 

    , ditulis :


F’(x) = { 2x - 1/2 }-1/2
Jadi  F'(0,3) ( 3,2  dan  F'(1,7) ( 0,6 . Proses ini akan konvergen terhadap suatu akar yang dekat ke 1,7 tetapi tidak mendekati akar 0,3.
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