I. PENDAHULUAN

1.1. Umum

Saat komputer pertama diperkenalkan, banyak persoalan-persoalan matematis yang dapat diselesaikan secara efektif dan efisien. Demikian pula perkembangan ilmu pengetahuan yang khususnya dibidang Matematika atau bahkan dibidang Enginerring dengan pengembangan ilmu yang begitu cepat diharapkan dapat menjawab segala permasalahan yang terjadi dibidangnya. Persoalan-persoalan dalam bentuk formulasi/rumusan matematika tertentu seringkali ditemukan dan harus dipecahkan penyelesaiannya, kalaupun dapat diselesaikan tentu harus melalui sejumlah perhitungan yang rumit dan menjemukan, hal ini tentu harus dicari pemecahannya.


Metoda numerik adalah teknik-teknik yang digunakan untuk memformulasikan masalah matematis agar dapat dikerjakan atau dapat dipecahkan dengan operasi perhitungan. Dengan disertai penggunaan komputer dalam penyelesaiannya, dapat dijadikan paduan kerja sama yang sangat baik dalam penanganan masalah matematis yang dalam praktek rekayasa seringkali tidak mungkin dipecahkan secara analitis.


Metoda numerik tidak terlepas dari pengertian matematikanya yang disederhanakan menjadi operasi-operasi matematika yang mendasar serta dihubungkan dan diaplikasikan pada operasi program bahasa tertentu (program BASIC , FORTRAN dsb.) yang sederhana dan cukup mudah dipelajari serta memberikan keandalan yang memadai bagi persoalan yang tidak begitu kompleks sehingga dapat diproses dan diselesaikan oleh komputer.

1.2. Kesalahan (Error)

Pada umumnya  perhitungan numeris dari suatu persamaan matematika hanya menghasilkan taksiran yang dekat kepenyelesaian analitis. Dengan kata lain penyelesaian numerik tersebut terdapat kesalahan terhadap nilai eksak.


Kesalahan numerik timbul dari  penggunaan hampiran (aproksimasi) untuk menyatakan operasi dan besaran matematis yang eksak.

Jenis kesalahan :

- Kesalahan bawaan adalah kesalahan dari nilai data, kesalahan tersebut bisa terjadi karena kekeliruan dalam menyalin data, salah membaca skala, atau kesalahan karena kurangnya pengertian mengenai hukum-hukum fisik dari data yang diukur. 

- Kesalahan pembulatan terjadi karena tidak diperhitungkannya beberapa angka terakhir dari suatu bilangan. kesalahan ini terjadi bila bilangan perkiraan digunakan untuk menggantikan bilangan eksak.

Contoh :


3,1415926 
dibulatkan menjadi 3,14


2,7182818 
dibulatkan menjadi 2,72

1.3.  Kesalahan Absolut dan Relatif

Hubungan antara nilai eksak, nilai perkiraan dan kesalahannya dirumuskan sebagai berikut :


Et = eksak - perkiraan







(1.1)

dimana : Et = nilai kesalahannya (true error)


Kelemahan definisi ini adalah tingkat besaran nilai yang diperhitungkan sama sekali tidak diperhatikan, kesalahan ini disebut kesalahan absolut. Sebagai contoh, kesalahan satu sentimeter pada pengukuran paku sangat terasa dibanding dengan kesalahan satu centimeter pada pengukuran jembatan. Untuk menunjukan tingkat kesalahan yang lebih baik adalah dalam bentuk Kesalahan relatif, yaitu dengan membandingkan kesalahan yang terjadi dengan nilai eksak :


(t = Et / eksak








(1.2)

dalam bentuk persen  : 


(t =  

  x 100%







(1.3)


Dalam persamaan diatas nilai kesalahan dibandingkan terhadap nilai eksak, semetara nilai eksak tidak ada dalam perhitungan numerik, oleh karena itu kesalahan dinyatakan berdasarkan nilai perkiraan (approximate value) terbaik, sehingga kesalahannya :


(a =  

  x 100%






(1.4)


Dalam penggunaan metoda numerik seringkali memakai pendekatan secara iterasi. Dalam pendekatan demikian, suatu perkiraan sekarang dibuat berdasarkan perkiraan sebelumnya, sehingga perhitungan kesalahannya berdasarkan selisih antara perkiraan sekarang dengan perkiraan sebelumnya, dan kesalahan relatif  :


(a =  

  x 100 %






(1.5)

dimana :   
pn+1  = nilai perkiraan pada iterasi ke n+1 (sekarang)


  
pn     = nilai perkiraan pada iterasi ke n     (sebelumnya)

Contoh  1.

Hasil pengukuran panjang sebuah paku dan sebuah jembatan masing-masing 9 cm dan 9999 cm. Jika panjang sebenarnya (eksak) adalah 10 cm dan 10.000 cm. Hitung kesalahan absolut dan relatif.

Penyelesaian :

a) Kesalahan absolut,

- Paku : Et = 10 - 9 = 1 cm

- Jembatan :  Et = 10.000 - 9999 = 1 cm

b) Kesalahan relatif terhadap nilai eksak :

- Paku :  (t =  

  x 100 % = 10 %

- Jembatan :  (t =  

  x 100 % = 0.01 %


Contoh tersebut menunjukan kesalahan relatif untuk paku lebih besar  dibandingkan untuk jembatan, walaupun nilai kesalahan absolutnya sama dengan 1 cm. Kesimpulannya bahwa pengukuran pada jembatan memberikan hasil yang baik (memuaskan), sementara hasil pengukuran paku masih perlu dipertanyakan.

Contoh 2.


Hitung  kesalahan yang terjadi dari nilai ex dengan x = 0,5, berdasarkan fungsi deret (Maclaurin) berikut  ex = 1 + x + 

 .  Dimana nilai eksak  e0,5 = 1,648721271.

Penyelesaian :

Hitungan dilakukan untuk beberapa keadaan, keadaaan pertama apabila hanya dihitung sampai suku pertama, kemudian  suku kedua, dan ketiga.

a. Sampai suku kesatu : e0,5 = 1 , maka kesalahan relatif terhadap nilai eksak dengan  persamaan (1.3),


(t =  

  x 100 %
= 39,35 %

b. Diperhitungkan sampai suku kedua : e0,5 = 1 + 0,5 = 1,5   , maka kesalahan relatifnya :


(t =  

  x 100 % = 9,02 %

    Berdasarkan perkiraan terbaik sebelumnya, digunakan  persamaan (1.5)


(a =  

  x 100 % = 33,33 %

c. Diperhitungkan sampai suku ketiga : e0,5 = 1 + 0,5 + 

 = 1,625   , maka kesalahan relatifnya :

 
(t =  

  x 100 % = 1,44 %

    Berdasarkan perkiraan terbaik sebelumnya, digunakan persamaan (1.5)


(a =  

  x 100 % = 7,69 %

Apabila diperhitungkan sampai suku ke enam hasilnya sebagai berikut :

Suku
Hasil
(t %
(a %

  1
1
39,3
0

  2
1,5
9,02
33,3

  3
1,625
1,44
7,69

  4
1,645833333
0,175
1,27

  5
1,648437500
0,0172
0,158

  6
1,648697917
0,00142
0,0158

1.4. Deret Taylor 


 Deret Taylor sangat berguna dalam menyelesaikan masalah numerik, yang pada dasarnya menyediakan sarana untuk memperkirakan nilai fungsi pada satu titik dalam bentuk nilai fungsi dan turunan-turunannya pada titik lain. Jika suatu fungsi ((x) diketahui di titik xi dan semua turunan dari ( terhadap x diketahui pada titik tersebut, maka dengan deret Taylor dapat dinyatakan nilai ( pada titik xi+1 yang terletak pada jarak (x dari titik xi.


((xi+1) = ((xi) + (‘(xi) 

 + (‘’(xi) 

 + (‘’’(xi) 

 + ... + (n(xi) 

 + Rn

 
Deret Taylor akan memberikan perkiraan suatu fungsi dengan benar jika semua suku dari deret tersebut diperhitungkan, tetapi pada kenyataannya sering diperhitungkan hanya beberapa suku pertama saja sehingga hasilnya tidak tepat seperti perhitungan analitisnya. 

a. Bila yang dipakai hanya sampai suku kesatu (orde nol) maka persamaannya :


((xi+1) = ((xi)  

Perkiraan tersebut benar apabila fungsi yang diperkirakan adalah suatu konstantan.

b. Bila yang dipakai hanya sampai suku kedua (orde satu), maka persamaannya :


((xi+1) = ((xi) + (‘(xi) 

  

ini merupakan bentuk garis lurus (naik atau turun)

c. Bila yang dipakai hanya sampai suku ketiga (orde dua), maka persamaannya :


((xi+1) = ((xi) + (‘(xi) 

 + (‘’(xi) 

  

Maka bentuknya sudah mulai lengkung.
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Gambar 1.1. Perkiraan suatu fungsi dengan deret Taylor

1.5. Kesalahan Pemotongan ( Truncation error)


Seperti telah dijelaskan terdahulu , bahwa penggunaan deret Taylor akan benar jika semua suku dari deretnya diperhitungkan, maka apabila hanya menggunakan beberapa suku saja, maka dapat terjadi ketidaktepatan perkiraan. Kesalahan yang terjadi ini merupakan kesalahan pemotongan (truncation error, Rn)


Rn = O((xn+1)


Indeks n menunjukan deret yang diprhitungkan adalah sampai pada suku ke n, sedang indeks n+1 menunjukan bahwa kesalahan pemotongan mempunyai order n+1.


Kesalahan pemotongan ini dapat diperkecil dengan cara :

- menentukan interval (x yang lebih kecil.

- pemakaian suku deret Taylor yang lebih banyak.

Pada perkiraan order satu, besarnya kesalahan pemotongan adalah :

 
O((x2) = (‘’(xi) 

 + (‘’’(xi) 

 + ...
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