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EXERCISE 4

4.1. In Exercise 2.3 of chapter 2 we analysed the existence of perios solutions in an
invariant set of a three-dymensional system. obtain this result in a more

straighforward manner.

Penyelesaian:

Pada latihan 2.3 telah diketahui bahwa x; = 1 adalah invariant set.
Sistem persamaan pada latihan 2.3 menjadi:

% =X +% —1=1(x,%)

. (4.1
X, =% = 2% % = 9(X, %)

o g
V(f,Q)=—+—=2x+1-2x =1
(f,9) ox " ox, X X

V.(f,g) definit positif.
Sehingga berdasarkan kriteria Bendixson, sistem persamaan (4.1) tidak mempunyai

solusi periodik padainvariant set x3 = 1.

4. 2. Consider the Lienard equation
X+ f(X)X+x=0 ..(4.2)
with f(x) =a+bx+cx®+dx’.
determine the parameters a ...d such that the phase-plane contains limit cycle. How

many are there?

Penyelesaian:
Agar persamaan (4.2) mempunyai limit cycle, kondis a-c dari teorema 4.6 harus

dipenuhi.
2 3 h 1 2 1 3 1 4
a f(xX)=a+bx+cx“+dx’, maka F(x)=jf(s)ds=ax+§bx +§cx +de harus
0

merupakan fungsi ganjil.

Agar F(x) fungs ganjil makab =d =0, sehingga F(Xx) = ax+ %cx3



b. F(x) —> «, padax — o, berarti ¢ > 0.
1.3
F(x):0<:>ax+§cx =0
5
& Xl a+—=cx” |=0
3
-3a
<:>x:0ataux=i/—, dengana<0danc>0
c

Ambil ﬁ:‘/%

Karena F(x) fungsi polinom berdergjat 3, makauntuk x> g,F(x) > O0..

Karena hanya ada satu titik pembuat nol pada x > 0, maka ambil

a=p= ‘/ﬁ,a<0 dan ¢ > Osedemikian sehingga F(x) < 0 untuk x>a
c

.. Berdasarkan teorema 4.6, hanya terdapat sebuah solusi periodic untuk persamaan (4.2),

C.

dan solusi periodic tersebut berupalimit cycle.

4.3. Inthesystem x= f(y), y=g(x)+ y*arefand g C* functions, ke N.
a. Give sufficient conditions for k so that the system contains no periodic

solutions.
b. Choose f(y)=-y, g(X)=x, k=2. Does the system contain periodic solutions,
cyclesor limiy cycles?
Penyelesaian:
x=f(y)
a
y=g(X)+y.keN
of a(g(x) +y* 3
V(f(y),g(X)-i-yk): (y)+ (g( ) y ):kykl
oX oy
Agar ky*™, k e N definit, maka haruslah k anggota himpunan bilangan ganjil.
X=-
b. . Y ) ..(4.3)
y=X+Yy

V.(-y, X+ y?) =0+2y=2y



Jika solus periodik dari sistem persamaan (4.3) ada, haruslah solusi periodik
tersebut memotong garisy = 0.

Sistem persamaan (4.3) dalam bentuk koordinat polar:
F=r?sin’o

6 =1+12sjn 20

akan dicari r(t), yaitu solusi (4.3) dalam bentuk r = x* + y?.

izﬂ:gnﬂg
r<do
Irizdrzfsin%?

%z%(2+sin39)c059+ K

3 - 3 - 1
2+sin°0)cosf+K (2+)+K 1+K

r(t)z(

Karenasolus r(t) = 0 terbatas, maka haruslah terdapat solusi periodik untuk sistem

persamaan (4.3).

4. 4. Anequation arising in applications has been called after Rayleigh
X+X=p@-x*)%, u>0
show that the equation ha a unique periodic solution by relating it to the van der
pool equation.

Penyel esaian:
X+X=pd-x*)%, u>0 ..(4.9)
Turunan pertama dari (4.4) adal ah:
X+ X= g1 (-2XXX + (1- X°)X)
& X+ x=u(l-3%°)%
misal: y=+/3% maka y=+/3% y=~/3%
sehingga



X+ X = pu(1l-3%°)%

< Y+y=ul-y)y,u>0 ..(4.5)

persamaan (4.5) adalah persamaan Van der Pool yang telah diketahui pada contoh
4.2 memiliki solusi periodik.

Akibatnya persamaan (4.4) jugamemiliki solusi periodik.

4.5. Consider again the system for exercise 3.1
X=y(d+x-y?)
y=x@1+y-x%)
but suppose that the equations model an experimental situation such that
x>0,y > 0(for instance because x and y are quantities in chemical reactions). Do
periodic solution exist?

Penyel esaian:
Misalkan :

%= f(xy)=yd+x-y?) ..(46)
y=g(xy)=x1+y-x°)

maka:

0
V.(f,g):&+5:y+x

Oleh karena x>0,y>0, maka V.(f,g)=y+x>0 semi definit positif. Lebih
lanjut, V.(f,g)=0 hanya dipenuhi oleh x=0dany=0. Jadi menurut kriteria
Bendixson, sistem (4.6) tidak mempunyai solusi periodik kecuali di (0,0) . Akan
tetapi titik (0,0) adalah sebuah titik kritis, jadi di (0,0) juga tidak terdapat solusi
periodik. Jadi, sistem (4.6) tidak memiliki solusi periodik.

4. 6. Consider the system
X=y— X+ Lx
y=-x



a. For which values of the parameter 1 does a periodic solution exist?
b. Describe what happensas 14 0.

Penyel esaian:
a Misadkan:
o _ _ 3
)_(_ FOGY) =y =X+ px ...(4.7)
y=9(XYy)=-x

Maka:

V.(f,g)=%+%g=—3x2+u,

% Kasus1
Jika <0, maka v.(f,g) <0, V(x,y)
% Kasus2
Jika >0, maka V.(f,g) > 0 jika u > 3x* dan
V.(f,9) <0 jika u < 3x?
% Kasus3
Jka u=0,maka V.(f,g)=0 jika x=0 dan
V.(f,9)<0 jikax=0
Menurut kriteria Bendixson, sistem (4.7) tidak punya solusi periodik jika u <0,
dan mungkin punya solusi periodik jika p > 0.
» Transformasi sistem (4.7) dalam bentuk koordinat polar :
r2=x2+y> < ri=xx+yy
= X(y =X+ 120 + Y(=X)
= —x* + ux?

=—X*(X* - )

Jadi, f = —M ...(4.8)

Untuk u =0, r <0, sehingga r akan mengecil untuk t yang membesar (kecuali
untuk x=0, r konstan). Jadi, jika u =0 maka sistem (4.7) tidak punya solusi
periodik.



Untuk u >0, persamaan (4.8) tidak dapat digunakan untuk menentukan ada
tidaknya solusi periodik pada sistem.
» Tinjau kembali sistem persamaan (4.7).
X=y— x>+ ux
y=-X
maka:
X =y —3X*X+ ux
& X=—X—3X* X+ pX
& X+@BX°—w)x+x=0 ..(4.9)
Misalkan f(x)=(3x* —pu). f(x) adalahfungsi Lipschitz dan kontinu di R.

F(x) = JX.(BSZ - /,z)js
0
= x% — px
= X(x* - )
= X(x+u)(x =)
yang mempunyai sifet :
» F(x)adaah sebuah fungs ganjil.
> Jika X — o, maka F(X) = o, dan 38 = /u sehinggajika x > 8 maka
F(x)>0.
> Jda :\/;>O sehinggajika O< x<a maka F(x) <0.
Jadi, jika u >0 maka sistem (4.7) akan sesua dengan fungs Lienard dengan
o =f=./u. Maka menurut Teorema 4.6 sistem (4.7) mempunyai tepat satu
solusi periodik yang berupa limit cycle.

b. Jka 40, maka adan akan mengecil, sehingga periode dari solus
periodiknya mengecil. Pada saat u =0, solus periodik akan menghilang, dan
titik (0,0) adalah spira dengan atraktor positif.

4.7. In R" we consider the equation x= f(x) dan a point a; f(x)is continuosly

differentiable. Suppose that a solution ¢(t) of the equation exists such that



lime(t)=a.

t—oow

Show that aiscritical point of the equation.
Penyel esaian:
Tinjau persamaan:
x= f(x) ... (4.10)
dan sebuah titik a, dimana f (x) kontinu dan dapat diturunkan dimana-mana
Misalkan ¢(t) adalah solusi dari persamaan (4.10) yang memenuhi
imo(®) -2
maka w(x) =a.
Menurut teorema 4.2, w(x) adalah tertutup dan invariant, maka x(t) =a adalah
solusi dari x= f(x). Karena a adalah sustu titik, maka a adalah titik kritis dari
x=f(x).

4. 8. In this exercise we show that the o -limitset of an orbit of a plane system is not
necessarily acritical point or aclosed orbit. Conside

>'<=§+)bEE

oy OX

—EWL)LEE

OX oy
with 1 € R, E(x,y) = y* —2x° + x*.

y=

a. Put 1 =0. Determine the critical points and their character by linear analysis.
What happens in the nonlinear system; sketch the phase-plane.
b. What happensto the critical pointsof aif 1 #0.

c. Choose A <O0; the orbit y; starts at t =0in (%,0), y5in (-%,0), yiin

(1,2) . Determine the w -limit sets of these orbits.

Penyel esaian:
Tinjau sistem persamaan :



_OE,_CE

X +lEa—
X
% ...(4.12)
. oE oE
y=——+1E—
OX oy

dimana A € R, dan E(x,y) = y* — 2x* + x*

a Jka A =0, makadiperoleh sistem persamaan :

X=2y
' . ...(4.12)
y=4(x-x7)
Titik kritis dari sistem ini diberikan oleh :
x=0<y=0
y=0< 4x(1-x*)=0
&S x=0vx=+11
Jadi titik kritisnyaadalah : (0,0), (£1,0).
Linearisasi dari sistem (4.12) di sekitar titik kritis diperoleh dari matriks
Jacobiannya, yaitu :

0 2
J= )
4-12x° O

% Padatitik (0,0)

; fo 2
©0 14 0

Nilai eigendari J,, adalah + 24/2 Karenanilai eigen J 0,0y red dan berbeda

tanda, makatitik kritis (0,0) adalah sadle.
% Padatitik (+1,0)

] 3 0 2
10 T|_g ¢

Nila eigen dari J,, adaah *4i. Karena semua nilai eigen dari J.,

adalah imajiner murni, makatitik kritis (+1,0) adalah centre.



