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Perhatikan sistem persamaan diferensial

X = Az, Aec M"*"(R), x € R" (1)
z(0) = =,
Solusi sistem persamaan (1) adalah
r = etAa:O

Perhatikan bahwa operator T'(t) = et* memenunhi
sifat semigrup

T(t+s)=T(t) T(s), t,s>0



Definisi 1 Misalkan X suatu ruang Banach.
Suatu kelas T = {T(t)},~q yang terdiri dari
operator-operator linear terbatas dari X ke X
dikatakan membentuk Co—semigrup jika:

1. T(0) =1, (1 operator identitas di X )

2. Tt+s) =Tk) T(s), Vi,s>0

3.lim_,0g T(WH)r=2x,VazeX

Dalam hal |[T(#)]| £1,0<t< oo, T disebut
Co—semigrup kontraksi.

Jika ketiga sifat di atas berlaku juga untuk se-
mua t e R, T = {T(t)},cg disebut Cp-grup.



Definisi 2 Generator A dari Co—semigrup

T = {T(t)};~qg adalah suatu operator linear
yvang didefinisikan sebagai
T(t)x —
Az = jim LT =2
t—0 (4

Domain dari A adalah



Definisi 3 Misalkan X suatu ruang Hilbert dan
operator A: D(A) C X — X linear.
Himpunan resolvent dari A adalah

p(A) = {\ € C: operator invers (A—-A)"1 ada}.



Teorema 4 (Hille-Yosida) Operator linear A
adalah generator dari Co—semigrup kontraksi
Jika dan hanya jika dua pernyataan berikut dipenuhi

1. A tutup dan D(A) = X

2. Himpunan resolvent p(A) memuat RT dan
vV A> 0, berlaku

H AT — A) L H <1



Secara eksplisit, semigrup yang dibangkitkan
oleh operator A adalah T = {T'(t)};>0, dengan

Tz = lim ez, Ve X

A——00

Dalam hal ini

Ay = AAW — A)~1

disebut aproksimasi Yosida dari A



Contoh 5 1. Misalkan X suatu ruang Banach
dan A: D(A) Cc X — X linear, terbatas.
Dapat ditunjukkan bahwa kelas {e!4};~9 mem-
bentuk Cgo—semigrup.

2. Misalkan X = BUC|[0, o), yaitu ruang fungsi
kontinu seragam terbatas dengan domain
[0, 00).

Definisikan:

(T@)f)(s) =f(E+s), V fls)eX

Dapat ditunjukkan bahwa T = {T'(t)}i>0
suatu Co—semigrup kontraksi.



3. Perhatikan persamaan difusi
Ut = Ugy (—o0o < x < 00,0 <t < 00) (2)
u(z,0) = ¢(z)
Solusi tunggal persamaan (2) adalah

1 00 2
—(z—y)</4t d
5/ .. ° ¢(y)dy

u(x,t) =

Misalkan T'(t) = \/i_mffooo e—(z—y)?/4t

Dapat diperiksa bahwa

T(t+s)=T(t) T(s), untuk semua t,s > 0



Misalkan X suatu ruang Banach dan operator
A:D(A) C X — X, linear dan terbatas.
Perhatikan bahwa masalah nilai awal

u'(t) = Au(t), teR
w(0) = ug € D(A) (3)

mempunyai solusi tunggal

u(t) = etAuO, teR



Persamaan Schrodinger untuk osilator harmonik:

K2 2.2

. mw-—x
Zhwt — _%@Dxx + 5

(&

dengan

= massa partikel
— h
2w
—_ TC

— X
= kecepatan cahaya
= panjang gelombang cahaya

= konstanta Planck

>0 g >3



Persamaan Schrodinger abstrak adalah persamaan
yang berbentuk

du(t) = —iAu(t), teR (4)
1(0) x € D(A)
dengan A suatu operator adjoint dengan diri
sendiri.



Teorema 6 Misalkan A: D(A) C X — X su-
atu operator adjoint dengan diri sendiri pada

ruang Hilbert X atas C. Maka pernyataan-
pernyataan berikut berlaku:

1. Terdapat grup uniter S(t) secara tunggal

yang dibangun oleh operator skew-adjoint
—1A

2. Untuk setiap ug € D(A), fungsi

u(t) = S(t)ug, teR

adalah solusi persamaan (4).

Secara eksplisit, S(t) = e~ A



Klaim 7 Persamaan Schrodinger

K2 2.2

, __h Mmw<x
Zhwt — Qmwwx + 5 (0

dapat dinyatakan dalam bentuk abstrak

tH
wtz—%lb




Bukti: Kita mengasumsikan X = L5(R) .

1. Definisikan Hamiltonian formal
H:D(H) C X — X dari osilator harmonik,

h2 2

Heé = brw +

2
= €T
2m 2 ¢

Definisikan:

(@) llull,y = sup,er(1+z[") £I_q [u™ ()|,
p,gq=0,1,2,.

(b) Cp,q — {'Uz - Coolu R — C, ||U||p’q < OO}

Domain dari H adalah
D(H) — ﬂp,q Cp,q: p,q — 07 1727



2. Fungsi hermitian u, didefinisikan sebagai

22 am —x?
un(x) = an(—1)"e2 ¢

, n=20,1,2,..

1
n 1 1
2274 (n!)2

dimana an =



3. Proposisi 8 Terkait dengan hamiltonian for-
mal H, sifat-sifat berikut dipenuhi:

(a) H simetris

(b) Untuk semuan=20,1,2,. .

dimana
_1
on(z) = Un(x%l)xo ’

TQ = (-1)2

E, =hw(n+3), n=0,1,2,..

(c) {¢n} adalah sistem ortonormal lengkap
di X



4. Definisikan Hamiltonian
H:D(H) C X — X, dimana

0

Dapat ditunjukkan bahwa:
(a) H adjoint dengan diri sendiri

(b) H merupakan perluasan dari hamilto-
nian formal H.



5. Persamaan Schrodinger

h2 2.2
ihwt — _—wazzc + e s
2m

2
dapat dituliskan sebagai

tH
¢t:—%¢

(2



6. Jika ¥ (0) = g, maka
$(t) = o, tER (5)

dan (5) ini adalah solusi tunggal untuk

K2 2.2

. mw<x
ihapy = _%Wcm + 5

(2



Bukti kesimetrisan H:
Untuk semua ¢,v € D(H)

(Bl9) = % ¢"da
=My 4o & (@)@ Ny — [22 ¢ ¢ da
— [2% ¢ Y/da
= f_ w”d:c

(Help) = 5, (—4o ¢ + me” 2<b)¢d:c
= < qus"wdwﬂoo M 02 el
__zl 2% ¢"wdw+mw f°° 2 grpda
o 1 5% ¢¢”dx+mw /2% pz*1pda

=f°° B(— Ll 4 M 20)) iy
= (¢| Hy)

Jadi

(¢|Hy) = (Holy), V ¢,¢ € D(H)



Bukti untuk H = H"

1. HC H"
misalkan ¢, € D(H)
(Holp) = (o En(én|d)dnly)

> =0 En(@|én)(on|t)
> =0 En(én|v) (¢[Pn)
(9] Xm0 En(onl)Pn)
= (¢[H)

2. D(H") C D(H)
Misalkan ¢ € D(H")

(pn|H ¢) = (Hon|o)
= (X% o Ex(dr|dn)dr

Oleh karena itu kita peroleh
H'¢ =Y o(onlH ¢)pn
— Z?LO:Q En(¢n|¢)¢n
Jadi D(H™) C D(H).



Bukti H C H

Misalkan ¢ € D(H),

Karena {¢n} suatu sistem ortonormal lengkap
di X dan H simetris, kita peroleh

Ho= S (6ulHS)on =" En(bnld)én

Deret terakhir ini konvergen, yang artinya bahwa
¢ € D(H).
Jadi H adalah perluasan dari H.



Definisi 9 Misalkan G = {G(t) };>¢ suatu semi-
grup. Semigrup adjoint G* dari G adalah G* =
{G(t)*}+>0, dimana G(t)* adalah adjoint dari

G(t).

Teorema 10 Misalkan X suatu ruang Hilbert
dan T = {T(t)};~q suatu Cp—semigrup di X
dengan generator_A. Maka semigrup adjoint
T = {T(t)*};>0 Juga suatu Co—semigrup den-
gan generator A*.



Contoh 11 (Semigrup adjoint) Misalkan X =
L2(R).
Untuk setiap t > 0, definisikan

(Gu)(x) =u(z+1t), VueX.

Dapat ditunjukkan bahwa G = {G(t)};>0 Su-
atu semigrup yang dikenal dengan semigrup
translasi kiri, dengan generator A, dimana Au =
D7tw ( turunan kanan)

Selanjutnya, perhatikan semigrup adjoint G* =
{G(t)*}+>0, akan ditunjukkan bahwa generator
dari G* adalah A*.

Misalkan u,v € X. Definisikan hasil kali dalam

(u,v) y = /Ru(a:)v(:c) dzx.

Jelas bahwa dengan mendefinisiskan

(SHu)(x) =ulx—1t), VuelX,



Kita dapatkan
<G(t)u7 v>X

Jru(z 4+ t)v(x) dz
Jpu(x)v(x —t) dx
(u, S(t)v)

Jadi S(t) = G()*, t > 0.

Misalkan B generator dari G*, yaitu

T G()*u—u

N u(zc—t%—u(x)

llmt—>0
—D™u

Selanjutnya akan diperiksa apakah A* =

(Au,v)y = [pu'v.
— uv|o—ooo — f]R uv'’

= Jru(=2")

= <u, —D_U>X
(uv|>®,, = 0, karena u,v € L%(R).)
Dalam hal ini D(A) = D(A*) = H!1.

D—.



