
ALJABAR TOEPLITZ TERPELINTIR DARI GRUP TERURUT

RIZKY ROSJANUARDI

Abstrak. Misalkan Γ+ adalah bagian positif dari grup abelian terurut total, dan

σ kosikel pada Γ. Melalui teori produk silang terpelintir akan dibahas struktur

dari aljabar Toeplitz terpelintir T (Γ, σ).

1. Pendahuluan

Teori aljabar Toeplitz T (Γ) dikembangkan pertama kali oleh Coburn [5] untuk

Γ = Z . Teori ini selanjutnya dikembangkan oleh Douglas [6] untuk Γ subgrup

dari R, oleh Murphy [10] untuk Γ sebarang grup abelian terurut total. Untuk grup

yang sama, selanjutnya Adji, Laca, Nilsen dan Raeburn [3] melakukan pengem-

bangan dengan pendekatan berbeda. Adji, dkk. menggunakan teori produk silang

dari semigrup endomorfisma. Penelitian-penelitian ini bermuara kepada kesimpulan

yang menarik, yaitu aljabar Toeplitz T (Γ) adalah universal terhadap representasi

isometri (non-uniter) dari Γ+.

Ji [7] melakukan pengembangan teori aljabar Toeplitz melalui arah yang berbeda.

Jika peneliti sebelumnya melakukan perumuman dari Γ, Ji bekerja pada subgrup Γ

yang padat dari R dengan menerapkan konsep pelintiran σ. Ji membuktikan bahwa

aljabar Toeplitz dengan konsep baru ini memiliki sifat universal terhadap represen-

tasi σ-isometri (non-uniter) dari Γ. Untuk selanjutnya Ji menotasikan aljabar ini

dengan T (Γ, σ).

Pada tulisan ini disajikan perumuman dari teori aljabar Toeplitz untuk Γ grup

abelian terurut total dengan menerapkan konsep pelintiran σ. Metoda pembuktian

untuk versi takterpelintir selalu dapat diadopsi untuk versi terpelintir sehingga pada

paper ini tidak akan disertakan bukti dari hasil yang diperoleh.
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2. Produk Silang Terpelintir atas Semigrup dari Endomorfisma

Misalkan Γ grup abelian terurut total, dan Γ+ kerucut positif dari Γ. Misalkan

σ : Γ×Γ → T sebuah pelintiran pada Γ, yaitu σ(x, y)σ(x+y, z) = σ(x, y+z)σ(y, z)

untuk setiap x, y, z ∈ Γ dan σ(x, 0) = σ(0, x) = 1 untuk setiap x ∈ Γ . Sebuah

sistem dinamik terpelintir (A,Γ+, α, σ) adalah sebuah sistem terdiri dari aljabar-C∗

A, sebuah aksi α : Γ+ → Endo(A) dari Γ+ pada A melalui endomorfisma sedemikian

sehingga setiap αt dapat diperluas. Sebuah representasi kovarian (terpelintir) dari

(A,Γ+, α, σ) adalah pasangan (π, V ) yang mana π representasi nondegenerate dari

A, V representasi σ-isometri dari Γ+, yaitu VsVt = σ(s, t)Vs+t, dan memenuhi kondisi

kovarian π(αt(a)) = Vtπ(a)V ∗
t untuk a ∈ A dan t ∈ Γ+.

Kami meniru [8] untuk definisi produk silang terpelintir dari (A,Γ+, α, σ). Yaitu

triplet (B, iA, iΓ+) dari aljabar-C∗ B bersama dengan homomorfisma nondegener-

ate iA : A → B, homomorfisma iΓ+ : Γ+ → M(B) dari Γ+ sedemikian sehingga

iΓ+(s)iΓ+(t) = σ(s, t)iΓ+(s+t) untuk setiap s, t ∈ Γ+, dan memenuhi kondisi berikut:

1) iA(αt(a)) = iΓ+(t)iA(a)iΓ+(t)∗ untuk a ∈ A dan t ∈ Γ+;

2) untuk sebarang representasi kovarin (π, V ) dari (A,Γ+, α, σ), terdapat rep-

resentasi nondegenerate π× V dari B sedemikian sehingga (π× V ) ◦ iA = π

dan (π × V ) ◦ iΓ+ = V ;

3) B dibangun oleh unsur berbentuk {iA(a) : a ∈ A} dan {iΓ+(x) : x ∈ Γ+}.

Catatan 2.1. Seperti pada kasus takterpelintir [4, Lemma 1.1] dan [3, Remark 1.1(i)],

aljabar-C∗ B adalah penutup dari

span{iΓ+(x)iA(a)iΓ+(y)∗ : x, y ∈ Γ+, a ∈ A}.

Jika sebuah sebuah sistem dinamik (A,Γ+, α, σ) memiliki representasi kovarian

taktrivial maka produk silang terpelintir (B, iA, iΓ+) dapat dikonstruksi dengan

cara yang persis dengan pengkonstruksian produk silang takterpelintir [1, Proposi-

tion 4.2.2].

Produk silang (B, iA, iΓ+) adalah unik dalam pengertian bahwa jika (C, jA, jΓ+)

produk silang terpelintir untuk (A,Γ+, α, σ) maka terdapat isomorfisma ψ : B → C
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sedemikian sehingga ψ ◦ iA = jA dan ψ ◦ iΓ+ = jΓ+ . Selanjutnya produk silang dari

(A,Γ+, α, σ) dinotasikan dengan A×α,σ Γ+.

Lebih jauh, sifat dari pelintiran yang ekivalen mengakibatkan produk silang tidak

bergantung pada pemilihan pelintiran. Misalkan (A,Γ+, α, σ) dan (A,Γ+, α, ω) dua

buah sistem dinamik yang memiliki representasi kovarian taktrivial, dan [σ] = [ω]

di H2(Γ,T). Maka produk silang A×α,σ Γ+ isomorfik dengan A×α,ω Γ+.

Dalam [8, Theorem 2.1], Laca secara eksplisit menyatakan bahwa bukti serupa

dari versi takterpelintir (Theorem 1.2 [3]) tentang representasi faithful dari produk

silang dapat diterapkan untuk versi terpelintir. Hal ini dikarenakan pada setiap

perhitungan, peran pelintiran selalu dapat dikesampingkan.

Teorema 2.2. [3, Theorem 1.2] Misalkan A adalah aljabar-C∗ dengan satuan. Mis-

alkan (π, V ) representasi kovarian dari sistem dinamik (A,Γ+, α, σ) sedemikian se-

hingga

(i) π injektif, dan

(ii) untuk setiap subhimpunan hingga F dari Γ+ dan semua pemilihan ax,y ∈ A

memenuhi

‖
∑
x∈F

V ∗
x π(ax,x)Vx‖ ≤ ‖

∑
x,y∈F

V ∗
x π(ax,y)Vy‖.

Maka π × V adalah representasi faithful dari A×α,σ Γ+.

Seperti pada kasus takterpelintir, sebuah ideal I dari aljabar-C∗ A akan mengin-

duksi ideal dari produk silang.

Proposisi 2.3. [1, Theorem 6.0.7 (ii)] Misalkan (A,Γ+, α, σ) adalah sistem dinamik,

I adalah ideal invarian-α yang dapat diperluas dari A dan perhatikan sistem dinamik

(I,Γ+, α|I , σ). Maka ideal D := span{jΓ+(x)∗iA(a)jΓ+(y) : a ∈ I, x, y ∈ Γ+} adalah

produk silang untuk (I, α|I , σ,Γ+), sehingga (I ×α|I ,σ Γ+, ϕ ◦ iA|I , ϕ̄ ◦ jΓ+) ideal dari

(A×α,σ Γ+, iA, jΓ+), dimana

ϕ : A×α,σ Γ+ →M(D)(2.1)
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dan homomorfisma kanonik ϕ(a)a′ = aa′ (eksistensi ϕ dijamin oleh Theorem. 3.1.8

dari [10]) .

3. Produk Silang BΓ+ ×τ,σ Γ+

Pandang subaljabar-C∗ BΓ+ dari `∞(Γ) yang dibangun {1x : x ∈ Γ+}, dimana

1x(y) =

 1 jika y ≥ x,

0 lainnya .

Aljabar-C∗ BΓ+ memiliki satuan 10. Untuk setiap x di Γ+ automorfisma τx ∈

Aut `∞(Γ) yang didefinisikan oleh τx(f)(y) = f(y − x) memenuhi τx(1y) = 1x+y.

Akibatnya restriksi dari τ di Γ+ mendefinisikan sebuah aksi Γ+ melalui endomor-

fisma dari BΓ+ .

Misalkan σ sebuah pelintiran di Γ. Perhatikan sistem dinamik (BΓ+ ,Γ+, τ, σ).

Untuk setiap y ∈ Γ+, pemetaan Vy : `2(Γ+) → `2(Γ+) yang didefinisikan oleh

(Vyf)(x) =

 σ(−x, y)f(x− y) jika x ≥ y,

0 lainnya.
(3.1)

yang dipelajari oleh Ji dalam [7] adalah representasi σ-isometrik nonuniter dari Γ+.

Untuk setiap subhimpunan hingga F dari Γ+ definisikan

πV :
∑
x∈F

γx1x 7→
∑
x∈F

γxVxV
∗
x .

Perdefinisi, πV menyatakan pemetaan linear pada span{1x : x ∈ Γ+} dan selanjut-

nya pada BΓ+ . Rumus τx(1y) = 1x+y mengakibatkan bahwa (πV , V ) kovarian di

span{1x : x ∈ Γ+} yang selanjutnya pada BΓ+ oleh kekontinuan. Akibatnya sistem

(BΓ+ , τ, σ,Γ+) memiliki representasi kovarian taktrivial.

Pada kasus takterpelintir, Proposition 2.2 dari [3] membuktikan bahwa repre-

sentasi kovarian dari sistem dinamik (BΓ+ , τ,Γ+) berkorespondensi secara bijektif

dengan representasi isometrik dari Γ+: untuk sebarang representasi V dari Γ+ ter-

dapat representasi πV dari BΓ+ sedemikian sehingga (πV , V ) adalah representasi

kovarian dari (BΓ+ , τ,Γ+), dan sehingga πV × V adalah representasi dari produk

silang BΓ+ ×τ Γ+. Ini menunjukkan bahwa BΓ+ ×τ Γ+ memiliki sifat universal
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terhadap representasi dari Γ+. Lebih jauh mereka membuktikan bahwa untuk rep-

resentasi isometrik V dari Γ+, representasi πV ×V adalah faithful jika dan hanya jika

V nonuniter (yaitu setiap Vx adalah nonuniter). Akibatnya aljabar Toeplitz T (Γ)

yang dibangun oleh Tx di B(`2(Γ+)), universal terhadap representasi isometrik dari

of Γ+.

Kami ingin mempunyai semua hasil dalam [3] untuk versi terpelintir.

Proposisi 3.1. [3, Proposition 2.2] Perhatikan sistem dinamik (BΓ+ ,Γ+, τ, σ).

1) Jika ρ adalah representasi unital dari BΓ+×τ,σΓ+, maka ρ◦iΓ+ adalah sebuah

representasi σ-isometrik dari Γ+.

2) Jika V adalah representasi σ-isometrik dari Γ+, maka terdapat representasi

πV of BΓ+ sedemikian sehingga (πV , V ) adalah representasi kovarian (ter-

pelintir) dari (BΓ+ ,Γ+, τ, σ). Lebih jauh jika setiap Vx non-uniter maka πV

adalah faithful .

3) BΓ+ ×τ,σ Γ+ dibangun oleh {iΓ+(x) : x ∈ Γ+}, dan

BΓ+ ×τ,σ Γ+ = span{iΓ+(x)iΓ+(y)∗ : x, y ∈ Γ+}.

4) iBΓ+ : BΓ+ → BΓ+ ×τ,σ Γ+ injektif.

Perhatikan sistem dinamik (BΓ+,∞,Γ
+, τ, σ), dimanaBΓ+,∞ adalah subaljabar dari

BΓ+ yang dibangun oleh {1x−1y : y ≥ x ∈ Γ+}. Dengan mengaplikasikan Proposisi

2.3 diperoleh BΓ+,∞ ×τ,σ Γ+ adalah ideal dari BΓ+ ×τ,σ Γ+.

Teorema 3.2. [3, Theorem 2.4] Misalkan V sebuah representasi σ-isometrik dari

Γ+. Maka πV × V adalah representasi faithful dari BΓ+ ×τ,σ Γ+ jika dan hanya jika

setiap Vx nonuniter.

Teorema 3.3. [3, Corollary 2.5] Misalkan Γ grup abelian terurut total dan V,W

representasi σ-isometrik dari Γ+ sebagai isometri nonuniter. Maka pemetaan Vx 7→

Wx adalah isomorfisma dari C∗(Vx, σ) pada C∗(Wx, σ).
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4. Aljabar Toeplitz Terpelintir

Misalkan σ sebuah pelintiran pada Γ, untuk setiap y ∈ Γ+ definisikan operator

Ty : `2(Γ+) → `2(Γ+) dengan aturan

(Tyf)(x) =

 σ(−x, y)f(x− y) jika x ≥ y,

0 lainnya.
(4.1)

Aljabar Toeplitz terpelintir T (Γ, σ) adalah aljabar- C∗ yang dibangun {Ty : y ∈

Γ+}, dan C(Γ, σ) adalah ideal komutator terpelintir di T (Γ, σ) yang dibangun oleh

(4.2) {TyT
∗
x − σ(y,−x)σ(−x, y)T ∗

xTy : x, y ∈ Γ+}.

Untuk setiap y di Γ+, Ty adalah isometri nonuniter, sehingga T merupakan rep-

resentasi σ-isometri dari Γ+. Dengan demikian Teorema 3.3 memberikan akibat

berikut.

Teorema Akibat 4.1. [7, Theorem 1] Aljabar Toeplitz terpelintir T (Γ, σ) adalah

aljabar-C∗ yang universal terhadap representasi σ−isometri (nonuniter) dari Γ+.

Selanjutnya karena produk silang tidak bergantung kepada pemilihan wakil dari

pelintiran, maka untuk σ dan ω dengan [σ] = [ω] di H2(Γ,T), diperoleh T (Γ, σ)

isomofik dengan T (Γ, ω).

5. Ideal Invarian

Teorema kami berikutnya adalah versi terpelintir dari [1, Theorem 6.0.7] dan [2,

Theorem 3.1]. teorema ini juga versi terpelintir dari Theorem 1.7 [9] untuk kasus Γ

grup abelian terurut total.

Teorema 5.1. [1, Theorem 6.0.7] Misalkan (A ×α,σ Γ+, iA, jΓ+) produk silang dari

sistem dinamik (A,Γ+, α, σ) dengan endomorfisma yang dapat diperluas, dan mis-

alkan I sebuah ideal invarian-α dari A yang dapat diperluas. Maka terdapat barisan

eksak pendek

0 → I ×α,σ Γ+ Ψ→ A×α,σ Γ+ Φ→ A/I ×α̃,σ Γ+ → 0.
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Teorema akibat yang berikut merupakan perluasan dari Theorem 1 (iii) dari Ji

[7] untuk kasus yang lebih umum. Seperti halnya Phillips dan Raeburn [11] yang

termotovasi untuk memperumum grup dan urutan yang terkait, kami termotivasi

untuk bekerja pada sebarang grup abelian terurut total.

Teorema Akibat 5.2. [7, Theorem 1 (iii)] Terdapat barisan eksak pendek

0 → C(Γ, σ) → T (Γ, σ) → C∗(Γ, σ) → 0,(5.1)

dimana C(Γ, σ) adalah ideal komutator terpelintir dari of T (Γ, σ) yang dibangun oleh

(4.2), dan C∗(Γ, σ) adalah grup aljabar-C∗ terpelintir.
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