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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Pada dasarnya analisis komponen utama bertujuarramegkan struktur
varians-kovarians melalui kombinasi linear dariiafael-variabel. Secara umum
analisis komponen utama bertujuan untuk mereduksata d dan
menginterpretasikannya. Meskipun dari p buah vatidhasar dapat diturunkan p
buah komponen utama untuk menerangkan keragamah distem, namun
seringkali keragaman total itu dapat diterangkamassememuaskan oleh sejumlah
kecil komponen utama, katakanlah oleh k buah komparnama, dimana k < p.
jilka demikian halnya, maka kita akan memperolehidraderbesar informasi
tentang struktur varians-kovarians dari p buahabal asal itu dalam k buah
komponen utama. Dalam hal ini k buah komponen utdapat mengganti p buah
variabel asal serta kumpulan data asli dalam bemiatkiks berukuran n x p dapat
direduksi ke dalam matriks berukuran lebih kecityanengandung n pengukuran
pada k buah komponen utama ( matriks berukurah,rdimana k < p ).

Analisis komponen utama sering kali dilakukan tidaka merupakan akhir
dari suatu pekerjaan pengolahan data tetapi jugaipakan tahap (langkah)
antara dalam kebanyakan penelitian yang bersitah lbesar (luas). Analisis
komponen utama merupakan tahap antara karena kemptama dipergunakan

sebagai input dalam membangun analisis regresijkdlempula dalam analisis



gerombol €luster analysis komponen utama dipergunakan sebagai input untuk

melakukan pengelompokan.

1.2 Rumusan Masalah
Untuk memudahkan dalam mengemukakan permasalaimameiagarahkan
pembahasan, maka penulis merumuskan masalahnygasbbakut :
1. Bagaimana komponen utama untuk populasi?
2. Bagaimana variasi sampel dengan menggunakan kompoaea?
3. Bagaimana menginterpretasikan komponen utama dalaim grafik?

4. Bagaimana analisis komponen utama di dalam sankpehmn besar?

1.3 Batasan Masalah
Dalam makalah ini, penulis akan membatasi masalalla panalisis

komponen utama saja.

1.4 Tujuan Pendlitian
Tujuan dari penelitian ini secara umum adalah umgknperkenalkan dan
mengkaji tentang metode Komponen Utama yang dkamasebagai berikut:
1. Untuk mengetahui komponen utama pada populasi.
2. Untuk mengetahui nilai variasi sampel dengan mengkan komponen
utama.
3. Untuk mengetahui interpretasi komponen utama dalzatu grafik.

4. Untuk mengetahui analisis komponen utama dalam slamkpran besar.



15 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan dalam makalah ini adalahgseteerikut :

BAB | : Merupakan pendahuluan mencakup latar belgkanasalah,
rumusan masalah, batasan masalah, tujuan pemeldéta
sistematika penulisan.

BAB Il : Mengemukakan

BAB Ill : Kesimpulan dan saran.

1.6 Daftar Pustaka

Johnson, Richard AApplied Multivariate Statistical AnalysiBrentice Hall.
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2.1 Komponen Utama Populasi
Secara aljabar, komponen utama adalah kombinasarlikhusus dari p

variabel acak X, X,,...,X Secara geometris, kombinasi linear ini

o
menggambarkan pemilihan dari sistem koordinat yatigeroleh dengan

merotasikan sistem awal dengaq, X,,..., X, sebagai sumbu koordinat. Seperti
yang kita lihat, komponen utama semata-mata benggniada matriks kovarians
2 (atau matriks korelasp) dari X,, X,,..., X,. dalam perkembangannya tidak
membutuhkan asumsi multivariat normal. Di sisi Jakemponen utama yang

berasal dari populasi multivariate normal mempunggrpretasi yang berguna

dalam kepadatan ellipsoid konstan.

Misalkan vektor acakX '=[ X,, X,,..., X, | memiliki matriks kovariansz
dengan nilai eigeA 24, 2...24 > 0.

Perhatikan kombinasi linear

Y, =0 X =0 X+ oy X ), X

: (8-1)
Y, =00 X=X+ XKoo £ X



Y, =00 X =0 X, Xt O X
Dengan menggunakan 2-45,
Var(Y,)=1" Z¢, (8-2)
CouUY, Y)=1"2¢, (8-3)
komponen utama adalah kombinasi lin&gary,,..., Y, dimana variansi pada (8-2)

sebesar mungkin.

Komponen utama pertama adalah kombinasi linear afengariansi
maksimum. Yang memaksimumkaWar(Y,) =¢",3¢,. Jelas Var(Y)=/¢",2/(,
dapat meningkat dengan mengalikgndengan konstanta. Berdasarkan kenyataan

di atas, maka dapat dibuat pernyataan umum yankgiteam dengan konsep
analisis komponen utama, sebagai berikut:

Komponen utama ke-i = kombinasi lineat X yang memaksimumkan

Var(¢', X) serta 0 ro=1 dan
Covq/', X, 0, X)=0 untukk <i

Result 8.1. Misalkan Z matriks kovarian yang bersesuaian dengan vektor

acakX '=[ X;, X,,...,X, |. Misalkan £ memiliki pasangan nilai eigen- vektor
eigen(4e),(1,8),....,0, ) dmanal 2 4,2...2 1 = 0. Komponen uama ke-|

diberikan oleh
Y=€ X=¢ X+ ¢ X+.+ e X 1=12,...p (8-4)

Dengan,



Var(Y)=€ 2 e=A i=1,2,...p
CouY,Y)= €Z g=0 i £k (8-5)
Jika beberapa, sama, dengan vektor koefisieryang bersesuaian, makatdak
tunggal.
Bukti. Kita tahu dari (2-51) bahw8 =%,

max—— = A, (diperoleh ketikel = g)

e, § =1 karena vektor eigen dinormalkan. Dengan demikian

maxg Zszl:equ
20 gy e'lq

=e;Zq= Var(y)

Dengan cara yang sama, menggunakan (2-45)

00

max =An k=12,..p-1

(08,88 ['f

Untuk / =e,,, denganre',,, € =0, untuki=1,2,... kdank =1,2,.., p - 1,

el + Z + 1
kl_e(l =€ k+1 ZQ<+1 = Val( Y+1)

€ k+1 Q<+1

Karena €',,(2€,) =181 &:1= A1 maka  Var(Y,,) =A,.,.tinggal
menunjukkan bahwae tegak lurus terhadag, (e’ € =0, iZ k) memberikan
CoUY, Y)=0. Vektor eigen dari Z orthogonal jika semua nilai eigen
A, A,,...,A, berbeda.jika nilai eigen tidak berbeda semuanykanvektor eigen

yang bersesuaian dengan nilai eigen dapat dipuipayga orthogonal. Dengan

demikian, untuk setiap dua vektor eiggndane,, €' ¢ =0,

I #k . KarenaZzg = A, g, perkalian dengae’, memberikan



Co(Y,Y)= eX e= el &4 'e, €0 untuk setiap
i £k .
LI terbukti.
Dari akibat 8.1, komponen utama tidak berkorettsi memiliki variansi

sama dengan nilai eigen dzri

Result 82.  Misalkan X '=[ X,, X,,..., X, | memiliki matriks kovarians

2, dengan pasangan nilai eigen-vektor eigee),(4,e),....,@, §) dimana

AzA,2.2A,20. Misalkan Y =€, X Y=1¢ X.,Y= & . adalah

p

komponen utama. Maka

p p
O+ 0+ +0,, =) Var(X)=A+A,+..+A, =) Var(Y)

= =
Bukti. Dari definisi 2A.28,0,, +0,,+...+0,, =tr (Z). Dari (2-20) dengan
A=2%, kita dapat menuli€ = PAP' dimana/ adalah matriks diagonal dari nilai
eigen dan P:[q, g,...,ep]sedemikian sehinggaPP'= P' P=|. dengan
menggunakan result 2A.12(c), maka diperoleh

tr(Z) =tr PAP) =tr(AP'P) = tr(\) = A, + A, +..4 A,

Maka, Zp:Var( X)=tr(X) =tr(A\) = Zp:Var(\()

i=1 i=1
Result 8.2 mengatakan

Total variansi populasi g, +0,,+...4+ 0, = A+ A, + ..+ A, (8-6)



Dan sebagai akibatnya, proporsi variansi total Bamponen utama kie-adalah

proporsivar iansi

populasitotaldari| A P o
komponenutama| A, +A,+...+ A LN o
ke— k

Misal apabila p berukuran besar, sedangkan diketzhwa sekitar 80% - 90%
variansi populasi total telah mampu diterangkanh okatu, dua, atau tiga
komponen utama yang pertama, maka komponen-kompdasra itu telah dapat

mengganti p buah varabel asal tanpa mengurangnaf yang banyak.

Setiap komponen dari vektor koefisien =| g,...,¢ ,....§ | juga harus
diperiksa. Besarg,; diukur dari variabel ké-ke komponen utama ke-i, tanpa
memperhatikan variabel yang lain. Secara khusysproporsional terhadap
koefisien korelasi antarg dan X, .

Result 83. Misalkan Y, =€, X ¥Y=¢ X.., Y= & . adalah

komponen utama yang diperoleh dari matriks kovakiamimaka

_ & i k=1,2,..p (8-8)

SN

adalah koefisien korelasi antara komponé&h dan variabel X,. Disini

(Ae)(1,8),....A, &) adalah pasangan nilai eigen — vektor eigen Hari
Bukti. Ambil ¢',=[0,...,0,1,0,...,] sedemikian sehingga berdasarkan (2-
45) X, =0 X danCof X, Y)= Co¢/', X & X=(,%,. Karenazg =A¢,

CoM X, V)=l A e=4 g



MakaVar(Y) =A [ lihat (8-5)] danVar(X,) = g, menghasilkan:

pon = SMYX) _ dg A i k=1,2,..,p
e WVaryvax) Ao, o S

Contoh 8.1

Misalkan variabel acak,, X,, dan X, memiliki matriks kovarian

1 -2 0
>=-2 5 0
0O 0 2

Maka didapat pasangan nilai eigen — vektor eigehaad
A =583  e,=[0,383-0924;p
A,=2,00 e,=[0,01

A=017  €,=[0,924;0,383;p

Sehingga komponen utamanya adalah

e, X=0,383% - 0,924X,
e, X= X,
e'3

X=0,924 %+ 0,383X,

Y,
Y2
Ys

Variabel X, adalah slah satu komponen utama karena tidak tedako

dengan dua variabel lainnya.

Persamaan (8-5) dapat ditunjukkan dari komponemaypartama. Contoh:
Var(Y,) = Var0,383X — 0,924X,

=(0,383fVar (X, )+ €0,9243Var X, ¥ 2(0,383} 0,92@ov X %
= 0,147(1) + 0,854(5)-0,708(-2)

=583=/



CouY, ¥)= Co(0,383 X- 0,924 % , X
=0,38ov (X , % }r 0,9240v (X ,X%
=0,383(0) — 0,924(0) =0
Juga dapat ditunjukkan bahwa
0,+0,,+0,=1+5+ 2=+ A ,+1,=5,83 2,06 0,1

seperti yang ditunjukkan oleh persamaan (8-6). étsdpvariansi total untuk
komponen utama pertama ada@w{ =5,83/8= 0, 7% Proporsi untuk
P P A+ A+ ) P

komponen utama kedua adalé8)83+ 2)/8= 0,9 dari variansi populasi. Dalam
hal ini komponenY, dan Y, dapat mengganti ketiga variabel asal tanpa

mengurangi informasi yang banyak.

Akhirnya, dengan menggunakan (8-8)

en/A _0,383/5,83_ 0.925

Py x = Jo A
o - e/ _—0,924/5,8 _ 0,998
1 "2 [0.22 \/g
7 2
Juga = =0 dan =—==—2=s1
9 pyle '0Y2X2 psza \/0._33 \/E

Korelasi lainnya dapat diabaikan karena komporee8 kdak dipergunakan.

Misalkan X berdistribusiN (4,2). Kita tahu dari (4-7) bahwa kepadatan

dari X adalah konstanta pada ellipsoid yang betpdisa

(X=p)'T7 (x-p) = &



dengan sumbttcm, i=1,2,...,p, dimana(4,e) adalah pasangan nilai eigen-
vektor eigen dariz . Titik A yang berada pada sumbu ikeari ellipsoid akan
memiliki proporsional koordinat terhadag' :[qj ..... e, .., g] dalam sistem
koordinat dengan titik asajz dan sumbu yang sejajar dengan sumbu awal

X, %5+ X, - Adalah tepat untuk mengamb = 0.

Dari bab 2.3 denga=3>", kita dapat menulis

2 e 1 2, 1 2 1
=X ThE (e Y (g x+---+7p<% X

dimanae’, x €, X..., €
adalah komponen utama dari x. Ambj =€, x = €, x..., y= &€ , maka

didapat

1 ., 1, 1,
ey e VL R
AT TR

CZ

dan persamaan ini didefinisikan oleh sebuah elipgodengan A, 4,,...,A
positif) pada sistem koordinat dengan sumjuy,,...,y, terletak dengan arah
&,6,...,6secara berurutan. Jikd, adalah nilai eigen terbesar, maka sumbu
utama terletak pada ara. Sisanya terletak pada arejy...,€, .

Secara singkat, komponen utanya=¢€', X %, = €, X.., y= ¢ terletak
dengan arah sumbu kepadatan ellipsoid konstann@gl) setiap titik pada

sumbu ellipsoid ke- proporsional koordinat dengane’ :[qj, § ...y g] dan

koordinat komponen utama dengan bertk.., 0. ,0,....}.
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Komponen Utama yang Diperoleh dari Variabel yang Dibakukan

Komponen utama dapat juga diperoleh untuk varigéey dibakukan

Zl — (xl _:u1)
2T
22 — (Xz _:uz)
Oy
(8-9)
L (%=1
P o

pp
Persamaan transformasi Z (persamaan 8-9) dapadtdkan secara singkat dalam
bentuk matriks,
Z=(V"*)H(X-p) (8-10)

Dimana matriks diagonal simpangan bak{ didefinisikan di (2-35) yaitu :

o, 0
V1/2 — 0 \/022
i 0 0 Upp_

Dengan jelaE(Z) =0dan CoV 2) = (VW)X (V9= p oleh (2-37) yaitu :
VI2pvi2=3 danp=(v¥2) T (v¥2)"

Komponen utama dari Z mungkin diperoleh dari vekéagen matriks

korelasi p dari X. Semua hasil yang sebelumnya berlaku, tepgdn beberapa



penyederhanaan karena variansi dari sefiapdalah unity(kesatuan). Kita dapat
tetap menggunakan nota%i untuk mengacu pada komponen utama k&an
(A,e) untuk pasangan nilai eigen-vektor eigen. Akanpietailai yang didapat
dari 2, secara umum, tidak sama seperti yang didapatalari

Hasil 8.4. Komponen utama kedari variabel baku (variabel asal yang

dibakukan satuan pengukuranny@)'=[Z, Z,,...,Z,], dengan Co2) = p,
diberikan oleh

Y=¢€ Z= & (V) X)), FL2,..,1

Selain itu,
Svar)=dva(z)=r  (¢11)
Dan

Py 2 :eki\/)l_i, Lk=1,2,...p
Dalam hal ini,(4,,€),(4,,8&),....@, ,& ) adalah sebagai pasangan-pasangan nilai
eigen-vektor eigen untufp dengand, =24,>..2 4, 20.

Bukti. Hasil 8.4 mengikuti dari hasil 8.1, 8.2, dan &8nganZ,,Z,,...,Z
sebagai penggank,, X,,..., X, dan o sebagai pengganki .

Kita lihat dari (8-11) bahwa total (variabel bakuariansi populasinya
adalahp, jumlah elemen-elemen diagonal matriks Gunakan (8-7) dengan Z
sebagai pengganti X, proporsi dari total variareg dijelaskan oleh komponen

utama kek dari Z adalah



Proporsi dari (baku)
variansi populasi seharusnya—~ k
untuk komponen utama ke P

1,2p.., (8-12)

DimanaA, 's adalah nilai eigen damp .

Contoh 8.2 (Komponen Utama yang Diperoleh dari Matriks Kovarians dan
Korelas)

Anggaplah matriks kovarians

1 4
> =
{4 100}

Dan matriks korelasi yang didapat
|1 04
P 04 1

*untuk mencari nilai eigen, digunakan rumus :

IZ-A1|=0
1 4 1 0
= -/ =0
{4 100} {o J
1-A 4
= =0
4 100—/1‘

=((1-4)(100-2))-(4(4= ¢
=100~ 1 - 1001 + A2 - 16= (

= A?-1011+84= (

-b++b?-4ac

2a

/]1,2 =



_ 101+ /(109" - 4 )( 8)

2(Y

= /112

_ 101+ 99.3227063
=>A,= >

_ 101+ 99.32270637

A - =100.1613532 100.1
dan
A, = 101 99.32270037 ) 538646815 0.8

2
*Untuk mencari vektor eigen, digunakan rumus :

X

X'

Jika Ax=Ax, maka vektor eigennya adalalr

dan A, =100.164, = 0.8, maka
4 100

2 X=AX 2 X=A,X

sl 2 st

Dari persamaan 1, diperoleh :

X, +4x, =100.16%
4%, +100x, = 100.1&,

Ambil x, =1(sembarang), maka
1+4x,=100.1§ }

4(1)+100c, = 100.186,

Diperolehx, =1 dan x, =24.7€, sehinggax = )
P X % 99 {24.79}



L

&= \/[1 24'79{ 1 r JO@+(24.79( 24.7p 24.81016122

0.999

1
{ 24.7}9 _ {0.040}
24.79

Dari persamaan 2, diperoleh :

X +4x, = 0.84x
4x, +100x, = 0.84,

Ambil x, =1(sembarang), maka

1+4x,=0.84 1)
4(1)+100c, = 0.84,

Diperoleh x, =1 dan x, =—-0.04, sehinggax ={

_ Loud ood oo

- J[l,—o.o‘]{ 1 } " JD()+(-004(- 0.0} 1.00079968 {‘0‘3?09490}

—0.04} '

-0.04

Pasangan nilai eigen-vektor eigen dariadalah

A, =100.16, e= [0.040,0.999]
A= 084, ¢= [0.999, 0.04

Dengan cara yang sama, pasangan nilai eigen-veijen daripo adalah

A=1+p=14, ¢'= [0.707,0.707]
A, =1-p=06, &= [0.70% 0.70

Masing-masing komponen utama menjadi

Y, = 0.040X, + 0.99,

2 Y, =0.999X, - 0.04X,

Dan



Y, =0.707Z,+ 0.70Z, = 0_70(7¥j+ 0_7{752—#2)

10
=0.707(X, =, )+ 0.0707K, -, )

Y, =0.707Z, - 0.70Z, = o.7o(7¥j— o.7<§ 21_0”2j

ok

=0.707(X, - 4 )~ 0.0707K,— i, )
Oleh karena variansinya besaX, dengan sepenuhnya mendominasi komponen
utama pertama yang ditentukan dati. Selain itu, komponen utama pertama

menjelaskan proporsi

A _10016_ oo
A+A, 101

dari total variansi populasi.

Ketika variabel X, dan X, dibakukan, bagaimanapun, menghasilkan

variable yang berkontribusi sama untuk komponematgang ditentukan dap .

Gunakan hasil 8.4

Pz =8 =.70W/1.4= 0.83
Dan

Pz, =€l =.T0R/1.4= 0.83

Dalam hal ini, komponen utama pertama menjelaskapqpsi

A_l4_qy
p 2
Dari total (baku) variansi populasi.

Variabel-variabel mungkin perlu dibakukan jika diwkdalam satuan
pengukuran dengan jarak berbeda yang luas atasaiken pengukurannya tidak

setara/sama. Contohnya, jika Mewakili penjualan tahunan dalam jarak $10,000



sampai $350,000 danyXadalah rasio/perbandingan (pendapatan tahunda)/(to
asset) dalam jarak 0.01 sampai 0.60, maka totésraakan eksklusif mendekati
penjualan dolar. Dalam ini, kita harapkan kompomgmma tunggal (penting)
dengan menimbang berat;.XSebagai kemungkinan lain, jika kedua variable
dibakukan, kepentingan yang berikut akan menjadieloyang sama dan,Xatau
Z,) akan memainkan peran yang lebih besar dalam kkdesstkomponen. Hal ini
diperhatikan pada contoh 8.2.
Komponen Utama untuk Matriks Kovarians dengan Struktur Khusus

Ada matriks kovarians dan korelasi berpola tertegaang komponen

utamanya dapat dinyatakan dalam format sederhamdaikan ). adalah matriks

diagonal
o, 0 0
0 0'22 vee 0
r= : A : (8-13
0 0 o

Pilih e} =[0,..,0,1,0... ,, dengan 1 pada posisi ke-i, kita perhatikan bahwa

0 0
o, O 0 E)
0 o0, 0
: 1|=|1o; | or Xe=0;¢
0O O Top O
_O_ _0_




Dan kita simpulkan bahwéaﬁ ,q) adalah pasangan nilai eigen-vektor eigem. ke-

Karena kombinasi lineare; X=X;, kumpulan dari komponen utama hanya

kumpulan asli dari variabel-variabel acak yangkidéorelasikan.

Untuk matriks kovarians dengan pola pada (8-18aktada apapun yang
diperoleh dari mencari komponen utama. Dari segidpagan lain, jika X
berdistribusiN (4,2), bentuk dari kepadatan tetap adalah ellipsoid yamgbu
X nya berada pada arah variasi maksimum. Konsekngmstidah usah berputar
untuk mengkoordinasi system.

Standardisasi tidak pada hakekatnya mengubah &eadduk . pada (8-
13). Dalam hal ini,p =1, matriks identitasp x p. Lebih jelasnya,oe =1e,
maka nilai eigen 1 mempunyai keragaman dan e}:[O,...,O,l,O,.. ]3
i=12,...,p, adalah pilihan tepat untuk vektor eigen itu. Kekwensinya,
komponen utama yang ditentukan dawi adalah juga variabel-variabel asli
Z,,...,Z,. Selain itu, dalam hal ini nilai eigen sama, eigsnormal multivariate

dari kepadatan tetap adalah spheroids (bentuk.bola)
Pola lain matriks kovarians, yang sering menggakavakorespondensi
diantara variabel-variabel yang berhubungan deiigaun biologi tertentu seperti

ukuran makhluk hidup, mempunyai bentuk umum

0'2 p0'2 cee po’z
2 2 2

== % T (814
,002 ,002 . o2

Menghasilkan matriks korelasi,



1 ---
p=|? LT (8-15

Adalah juga matriks kovarians dari variabel yangalukan. Matriks pada (8-15)
menyiratkan bahwa variabl¥,, X,,..., X, dengan sama dihubungkan.

p nilai eigen dari matriks korelasi (8-15) dapat djbeenjadi dua grup.
Ketika o positif, yang paling besar adalah
A =1+(p-1)p (8-1¢

Dengan vektor eigennya

(8-1

o :[ 1 1 1 }

1 \/B ’\/_p y ,\/_p
Sisanyap -1 nilai eigen adalah
/]Z:A?’:...:/]p:l—p

Dan satu pilihan untuk vektor eigennya adalah

e--{L‘_lo cﬂ
lVvix2Vix2' T

e,_{ 1 1 -2 0 %
P lV2x3'V2x3V2x3

oLt LD,
© l:\/(i—l)i' Ji-1) Ji-n %

{ 1 ,-<p-1>}
" Ne-Dp T Y (e-Dp Y (p-Dp

Komponen utama pertama



X272 —> X
Sebanding dengan jumlah darvariable asli. Itu bisa dianggap sebagai “indeks”
dengan bobot yang sama. Komponen utama ini mekgigsoporsi

A M =p+ _'0 (8-1¢
p p p

Dari total variasi populasi. Kita lihat bahw&/ p=p untuk o dekat dengan 1
atau pbesar. Contohnya, jikap=0.80 dan p=5, komponen pertama
menjelaskarB4% dari total variansi. Ketikgp dekat 1,p -1 komponen terakhir,

secara bersama, menyumbang sangat kecil pada vatansi dan sering
diabaikan.

Jika variable bakZ,, Z,,..., Z, berdistribusi normal multivariate dengan

matriks kovarians yang diberikan oleh (8-15), mal@soid dari kepadatan tetap

adalah “cigar-shaped” dengan sumbu utama sebani@ngan komponen utama

pertamay, = (1/\/_p)[1,1,.. 1] X. Komponen utama ini menjadi proyeksi X pada

garis equiangularl':[l,l,.. 1} Sumbu tambahan (dan sisa komponen utama)

berbentuk bola arah simetris yang tegak lurus dengambu utama (dan

komponen utama pertama).
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Interpretas dari sampel komponen utama

Sampel komponen utama mempunyai beberapa intaspr&ertama kita

anggap yang mendasari dari x adalah menngI(D,D) Maka sampel

komponen utamayi =@ (x—X)adalah realisasi dari populasi komponen utama

—

Y. = e (X-p)yang berdistribusin(O,D). Matrik diagonal L mempunyai
entri-entri ., A ,....... A, dan (J,.€)adalah sepasang nilai eigen-vektor
eigen dariz juga, dari nilai sampe)(j , kita dapat memperkirakan denganx
dan, >dengan S. Jika S adalah terdefinisi dan positihtie garis (contour)
terdiri dari semua px1 vektor yang memen(hi- Y)'S_l(x— X) = CZ (8.24)

Yang memperkirakan kepadatan konstan garis bentekntdur)

(x—,u)'z_l(x—,u)dengan kepadatan normal garis bentuk kira-kira tdapa

dilukiskan pada scaterplot dengan mengindikasikatrilousi normal. Scaterplot
mungkin aagak menyimpang dari bentuk ellipsoid taia tetap dapat menggali
nilai eigen dari S dan memperoleh sampel kompartama. Secara geometri
data meungkin diplot sebagai n titik pada ruangopta dapat diekspresikan
dalam koordinat baru, yang serupa dengan sumbis dmemntuk dari (8.24)

Sekarang (8.24) mendefinisikan sentral hyperlips@dg terpusat pada dan

sumbu diberikan oleh vektor eigen darE_l atau sama dengan S . panjang dari



sumbu hyperlipsoid ini adalah sebanding denqﬁﬂi, = 1,2....,p dimana
Alz Az 2.2 ) » 20 adalah nilai eigen dari S. Kareri@ mempunyai
panjang 1, nilai mutlak dari komponen utama *ey =@ (x=X) | memberikan

panjang proyeksi () pada arah dari sumb@i Konsekuensinya sampel

komponen utama dapat dipandang sebagai hasil tdarslasi dari system
koordinat aslix dan koordinat sumbx melewati penyebaran arah dari variansi
maksimum. Interpretasi geometri dari sampel komponetama yang
diilustrasikan pada gambar 8.2 untuk p=2. GambaaB.menunjukkan sebuah
elip dengan jarak konstan, dengan pusatengani, > 1,. Sampel komponen
utama ditentukan dengan baik. Mereka terletak gapgrsumbu x dari ellipsoid
pada arah perpotongan dari sampel varians maksimGembar 8.2(b)
menunjukkan sebuah jarak ellip dengan pusdengani,; = 1,. Pada kasus ini
sumbu dari ellips( lingkaran) jarak konstan ellipgkarang adalah tidak unik,
dan terletak pada dua arah perpotongan, termasptpagan dari sumbu asli.
Ketika garis bentuk dari jarak konstan hampir bun@ddau sama dengan ketika
nilai eigen dari S hampir sama . Variansi sampaladhomogen dalam semua
arah , maka itu tidak mungkin mewakili data yant by@ang lebik sedikit dari p
dimensi.

Jika akhirnya nilai eigerl; cukup kecil sedemikian sehingga varians

dalam korespondengj dapat diabikan , akhirnya sampel komponen utarpatda



diabaikan dan data menjadi cukup dengan perwakdalam ruang dari
komponen yang menguasai.
Dena Rahayu
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2.2 Varias Sampel dengan Menggunakan Komponen Utama
Menstandar disasi (membakukan) Sampel Komponen Utama

Sampel komponen utama secara umum, tidak berbettenaen dengan
perubahan dalam skala (lihat lat 8.2). Ketika kitanyebutkan perlakuan dalam
komponen populasi, satuan pengukuran dari varidogdbel %, X, X3, ..., %
berbeda, maka satuan varians baku pengukuran riw gibakukan dengan jalan
melakukan transformasi variabel x ke dalam varidmeku z. Untuk contoh,

standardisasi terpenuhi dengan mengkonstruksi :

2%
|
il

1
[%]
=
| =
]

>
o
|
>
N

Zy = D_l/2 (X] - i) = S2 J = 1, 2, .., n

.3

Xpj~ Xp

T
wn
:‘
e}
L

(8-25)

p * n matriks data dari pengamatan yang distandardisas

FX11— X1 X12— X3 X1n— X1 7
Z11 Z12 -+ Zin V1L S11 e VS
7 7 7 X21— X2 X2~ X3 X2n— X2
21 422 °°° 42n
Z=\z,25  zo|=|: i . i |=| 2 m . Sz (8-26)
Zpl sz e an Xpl_ )_(p sz— )_(p b Xpn_ )_(p
L V/Spp /Spp vSpp

Akibatnya menghasilkan sampel vektor rata-ratafl({3-24)]



— n le_)_(l_
= s
n X2j— X2
Z=-7;= - 2= =0 (8-27)
n Xpj—Xp
| 21 Joop
dan matriks sampel kovarians [lihat (3-27)]
1 1 1 1 _, o
0= g (2 ) (27 5 2aw) = s @ w0 - 2
=~ 77/
n—-1
[ (n-1)s11  (n=1)sy» (n-1)s1p 7
S11 Vs11vs22 ... \/E\/%
1 (n-1)s1 (n—1)sz3 (n—1)s12
= — Vs11 VS22 S22 V522 \/Spp (8-28)
(n—l.)slp (n—i)szp (n—l.)spp
| VS See VSEySe spp
Sampel komponen utama dalam pengamatan yang dasthsasi diberikan
oleh persamaan (8-20), dengan matriks R sebagaggpati S. Karena
pengamatan telah "dipusatkan" dengan mengkonstnueia tidak usah menulis
komponen itu dalam bentuk persamaan (8-21).
Jika z4, z,, ..., z, adalah pengamatan yang distandardisasi dengarksnatr
kovarians R, sampel komponen utama ke-i adalah
yi = g,iZ = élizl + éZiZZ + ...+ épin’ i= 1,2, .., ]
di mana §;, &, adalah pasangan nilai eigen — vektor eigen keii Radengan
A =X = =X, =0. Juga,
varians sampd;) = A;, i=1,2..p
kovarians samp€l;, ) = 0 i#k (8-29)



Sebagai tambahan, total (yang distandardisasiavarsampel = tr(R) = p =

A+ A + .+ A danrg,, = éki\/i, ibk=1,2,..,p

Gunakan (8-29), proporsi total varians sampel yditgrangkan oleh sampel

komponen utama ke-i adalah

sampel varians dalam kaitan ke — i
sampel komponen utama

i=1,2,...,p

o |2

< proporsi yang distandardisasi )

Sebuah aturan menyarankan menahan komponen itlamermgians; ,
adalah lebih besar dari kesatuan atau setara dehgaga komponen itu yang
secara individu, menjelaskan sedikitnya suatu psipd/p dari total varians.
Aturan ini tidak mempunyai banyak pendukung tesribagaimanapun, dan itu
harus tidak diterapkan dengan berlebihan.

Contoh 8.5

Tingkat pengembalian mingguan untuk lima bursaks{dllied Chemical,

du Pont, Union Carbide, Exxon, dan Texaco) yangftimkan di pasar bursa New
York telah ditentukan untuk periode Januari 197mms Desember 1976.
Tingkat pengembalian mingguan digambarkan sebabandgt sekarang yang
menutup harga - Jumat sebelumnya yang menutup )ha(damat sebelumnya
yang menutup harga) yang disesuaikan untuk saham ggecah dan dividen.
Data tersebut didaftarkan pada tabel 8.1 dalarhdati Pengamatan dalam 100
minggu berurutan nampak seperti dengan bebas diaagkan, tetapi hanyalah
tingkat tarip kembalian ke seberang bursa/stoclkuldingkan, karena, seperti
seseorang harapkan, bursa/stock cenderung untdiatpipersama-sama sebagai

jawaban atas kondisi-kondisi ekonomi umum.

(8-30)



Misalkan x4, x5, ..., Xs menandakan tingkat pengembalian mingguan yang
diamati untuk Allied Chemical, du Pont, Union Cadyi Exxon, dan Texaco
secara berurutan. Maka

X = [0.0054,0.0048,0.0057,0.0063,0.0037]

1.000 0.577 0.509 0.387 0.462

| 0.577 1.000 0.599 0.389 0.322 |
DanR = | 0.509 0.599 1.000 0.436 0.426 |
0.387 0.389 0.436 1.000 0.523J

0.462 0.322 0.426 0.523 1.000

Catatan kita bahwa R adalah matriks kovarians daf@ngamatan yang

distandardisasi.

Z_X1—>_<1 Z_Xz—)_iz Z_Xs—)_is
1 — ) 2 — ) ey 5 —
VS11 VS22 \/Sss

Nilai eigen dan yang dinormalisir bersesuaian dengektors eigen R telah
ditentukan oleh suatu komputer dan diberikan didfaimi.

7\1 = 2.857, €', =[0.464,0.457,0.470,0.421,0.421]

7\2 = 0.809, €', =[0.240,0.509,0.260,—0.526, —0.582]

7\3 = 0.540, &3 =[-0.612,0.178,0.335,0.541, —0.435]

7\4 = 0.452, &', =[0.387,0.206,—0.6620,0.472,—0.382]

7\5 = 0.343, é's =[—0.451,0.676,—0.400,—0.176, 0.385]

Penggunaan variabel yang distandardisasi, kita resotgh dua sampel
komponen utama yang pertama.

9, = &,z = 0.464z, + 0.457z, + 0.470z5 + 0.421z, + 0.421z

9, = &,z = 0.240z; + 0.509z, + 0.260z; — 0.526z, — 0.582z5

Komponen ini meliputi untuk



M+ Ay 2.857 — 0.809
100% = ( =

) 100% = 73%

dari total (yang distandardisasi) sampel variam&mpunyai penafsiran menarik.
Komponen yang pertama adalah (dengan kasar) pefjaml dengan sama
dihargai, atau index, dari lima bursa/stock. Kongomi boleh jadi disebut suatu
bursa/stock umum - komponen pasatau secara sederhana sultumponen
pasar (Sesungguhnya, lima bursa/stock ini adalah teqgak Dow Jones Industri
Average)

Komponen yang kedua menghadirkan suatu kontraaraariursa/stock
kimia (Allied Chemical, du Pont, dan Union Carbid&n bursa/stock minyak
(Exxon dan Texaco). Itu mungkin disebut su&mmponen industriDengan
begitu kita lihat bahwa kebanyakan dari variasi diilam pengembalian
bursa/stock ini adalah dalam kaitan dengan aksp@sar dan tidak dihubungkan
dengan aktivitas industri. Penafsiran bursa/steckmenghargai perilaku yang
telah pula diusulkan oleh Raja. Komponen yang gsdmaklah mudah untuk
menginterpretasikannya dan secara bersama, merkgragariasi yang mungkin
dikhususkan untuk bursa/stock masing-masing. Baaaapun juga, mereka tidak
menjelaskan sebagian besar total sampel variansi.
Contoh ini menyediakan suatu kasus di mana itu atmpasuk akal untuk
mempertahankan suatu kompon@hi) berhubungan dengan suatu nilai eigen
kurang dari 1.
Contoh 8.6

Ahli genetika sering terkait dengan warisan dalarakteristik yang dapat

diukur beberapa kali selama seumur hidup binatBegat badan (dalam gram)



untuk n = 150 tikus-tikus betina telah diperoleimgkn seketika setelah kelahiran
mereka yang pertama. Berat lahir tikus betina diilkkan dari matriks ini dengan
sampel vektor rata-rata dan matriks sampel korgjasadalah
X = [39.88,45.08,48.11,49.95]
1.000 0.7501 0.6329 0.6363
_10.7501 1.000 0.6925 0.7386

~ 10.6329 0.6925 1.000 0.6625
0.6363 0.7386 0.6625 1.000

Nilai eigen dari matriks ini adalah

A,= 3.058,1, = 0.382,1,0.342, dard,= 0.217

Catatan kita bahwa nilai eigen yang pertama merids&aa dengan 1 + (p —1)
=1+ (4 — 1)(0.68540 = 3.056, dimanaadalah rata-rata aritmatik dari unsur-
unsur diagonal-off dalam R. Sisa nilai eigen adadtaleil dan sekitar sama,
walaupun 1, sedikit banyaknya lebih kecil dibandind, dan A;. Maka ada
beberapa bukti dimana bersesuaian dengan popuédsksnkorelasip mungkin
dalam “korelasi sama” berbentuk seperti dalam (8-Dhigaan ini diselidiki lebih
lanjut dalam contoh 8.9.

Komponen utama yang pertama

9; = €'z = 0.49z; + 0.52z, + 0.49z; + 0.50z,

meliputi 100 (%) % = 100 (

s)iﬁ) % = 76% dari total variansi. Walaupun berat
rata-rata pos kelahiran meningkat dari waktu ketwakariasi dalam berat cukup
baik diterangkan oleh komponen utama yang pertaerggah koefisien yang

hampir sama.



2.3 Grafik komponen utama

Plot dalam komponen utama dapat mengungkapkanigeenrpengamatan,
seperti halnya menyediakan pemeriksaan penganibdraldalam kenormalan.
Karena komponen utama adalah kombinasi linear daianabel yang asli, itu
tidaklah tidak beralasan untuk mengharapkan pldandakomponen utama
menjadi mendekati normal. Itu sering diperlukanuéntmemverifikasi bahwa
komponen utama yang awal kira-kira berdistribusimmad ketika plot dalam
komponen digunakan sebagai data masukan untuisatamnbahan.

Komponen utama yang terakhir dapat membantu mekkaxjudengan tepat
kecurigaan pengamatan. Masing-masing pengamateapat dinyatakan sebagai
sebuah kombinasi linear
X = (x’jél)él + (x’]-éz)éz + ...+ (x’jép)ép

=181 + 92582 + ..+ Ipi€p
dari himpunan lengkap vektor eigénp,&,, ...,€, dalam S. Maka penting dalam
menentukan komponen utama yang terakhir seberapa Kecocokan awal
pengamatan. Yaitu :

V1j€1 + 92582 + ...+ §4-184—1 berbeda dengaw; dari §48q + ..+

Jpi€p Yang panjang kuadratnya adah; + ... +9? .. Mencurigai pengamatan

pj’
akan sering sedemikian hingga sedikitnya satu daordinat §g;, ..., ¥p;
mendukung panjang kuadrat ini akan menjadi besar.

(lihat lampiran 8A untuk hasil perkiraan yang lebinum).



Pernyataan yang berikut meringkas gagasan ini.
1. Untuk membantu memeriksa asumsi yang normaistkoksi diagram yang
menyebar untuk pasangan komponen utama yang avwga.dembuat Q-Q plot
dari nilai-nilai sampel yang dihasilkan oleh masimgsing komponen utama.
2. Konstruksi diagram yang menyebar dan Q-Q phukiawal komponen utama
yang terakhir. Bantuan ini mengidentifikasi kecaag pengamatan.

Diagnostik menyertakan komponen utama dengan sapadlk pemeriksaan
asumsi untuk suatu model regresi berganda mullivasesungguhnya, Kkita
mempunyai beberapa model yang cocok dari metodéa@enmanapun, hal itu

bijaksana untuk mempertimbangkan bahwa

vektor yang diramalkan )

vektor residual = (vektor pengamatar(én—ﬂai _ nilai yang diperkirakan

atau’é]- =Yy - Z’jB, J =12, ...,n

(Px1)  (px1) (pPx1)

untuk model linier multivariat. Komponen utama, elipleh dari matriks

kovarians yang bersifat sisaz, dapat diteliti dengan cara yang

j=1 (8- &) (8- &)r
-p

sama sebagai yang ditentukan dari suatu sampel lditakharus sadar bahwa ada

ketergantungan linier di antara yang bersifat des@ suatu analisa regresi linier,

sehingga nilai eigen yang terakhir akan menjadi dioldalam membulatkan

kesalahan.



Naomi Nessyana
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2.4 Analisis sampel Besar

Nilai eigen dan vektor eigen dari matriks kovar{&arelasi) adalah analis
komponen utama yang penting. Penentuan vektor eigerujuan untul
memaksimumkan peubah dan penentuan nilai eigenjbant untuk menentuke
variansi.

Berkenaan dengan keputn, kualitas penaksiran komponen utama hart
berdasarkan pasangan nilai ei-vektor eigen(;, &) yang diambil dari S atau |
Karena variasi penarikan sampel, nilai eigen dattoveeigen ini akan berbec
dari populasinya.

Sifat-Sifat Sampel Besar

Perhatikan hasil sampel besar dengan interval kapaan untul i, dan &,
diasumsikan dengan mengamiy, X, ..., X,, adalah sampel acak dari popul
normal. Ini juga diasumsikan nilai eigen yang tiddiketahui dari2 ada dan
bernilai positif, sehinggi?y = A; = - =14, > 0. Kecuali, ukuran dimana anc-
angka dari nilai eigen diketahui. Biasanya konklustuk nilai eigen ada
gunakan kecuali kalau ada alasan yang kuat untukp®eayai mempunyai

matriks yang khusus untuk menghasilkan persamatm @igen. Terkadan
asumsi normal dilanggar, interval kepercayaan pe@a ini tersedia untt

beberapa indikasi dari nil A, dan é; yang belum pasti.



Anderson dan Girshk menentukan teori distribusi sam-besar dibawah

ini untuk nilai eigend = |4, ..., 4,] dan vektor eigef, ..., é, dari S, yaitu
1. Misalkan A adalah matriks diagonal dari nilai eicky, As, ..., A, dari X,
maka/n (A—2) adalah penaksit,( 0,2a%)

2. MisalkanEg; = }ulEE:m;—iﬂ: er€; maka+/n(g — e;) adalah penaksN,(0,E;)

3. Setiaph; berdistribusi bebas dari anggota yang berascé;.

Hasil 1 implikasinya adalah untuk n beseA; berdistribusi beba:

an®

Selanjutnyak; berdistribusi dengan penaksirnya distribus(:n-l, -

). Dengan

menggunakan distribusi norma[(k; —x;)] =z (E) h"«,E =1—a. Untuk sampel

besar 100(1 — a)% interval kepercayaannya unt; menjadi

A, . A
(®FR) (-0

dimana z(3) diatas persentil100(3) dari distribusi normal standar. Je

(8-33)

persamaan simultan Bonterroni inter 100(1 — )% untuk m A; diganti z(%/5) .

Hasil 2 implikasi bahwig; adalah distribusi normal yang berkorespond
& untuk sampel besar. Elen-elemen setiapg; berkorelasi dan korelasin
bergantung untuk pemisahan nilai eicAy, Az, ....A, yang tidak diketahui da
sampel berukuran n penaksiran dar eror untuk koefisien diberikan dengan ¢
kuadrat dari diagon-diagonal elemen-elemen dd/y )E, dimana€, didapatkan

dari E; dengan mensubstitusk; untuk A, dang untule;



Contoh 8.8

Didapatkan interval kepercayaan untuk variansi fagitkomponen utamr
menggunakan persediaan harga pada data tak

Asumsikan persediaan suku dari hasil yang mewghithbar dari popula

N:(p) dimana adalah definit positif dengarilai eigen berbeda deng:
M =k = =k = 0. Karena n=100 besar, kita menggunakan 8.33 denda
untuk mengkontruksi interval kepercayaan urh; sebesar 95%.

Dari 8.10, }; = 0.003& danz(0.025) = 1.96 maka dengan taraf nyata 9

0.036 0.036

=< A =
Sy o

< 0.0028 = A = 0.050

Sewaktuwaktu nilai eigen besar, misalkan 100 atau bahkK@®1Pada umumny
dapat menjadi besar, untuk level kepercayaan masalk Pada umumnya inten
kepercayaan memperoleh |-rata yang sama lebih besar sehingga rh;
membesar.
Pengujian Kesamaan Struktur Korelas
Struktur  korelasi yang  Khusus cowv (x;,x ) = 1T atau
corr (%,x.) = p, ¥i=k adalah struktur penting dimana nilai eigen (X tidak
berbeda dan hasil sebelumnya tidak digun
Untuk pengujian struktur ini, misalk
1 p w P
Ho:p = poe |’ 1
PP 1



Hi:p#p,
Pengujian H; melawan H, didasarkan dengan rasio statistik likeliho

Tetapi lawley menunjukkan hal itu ekuivalen dengmosedur uji yang dap
dikonstruksi dari elemen diagonal dar

Prosedur Lawley memerlukan kuant

(8-34)

r= p.;;_ﬂz Zi<aTik

(p—1) 1 —-(1-1)°]
p—(p-2)1-1°?

V
Ini jelas bahwer, adalah rataata elemen diagonal di kolom (baris)-k

dari R danr adalah secara keseluruhan -rata dari elemen diagon
Penaksiran sampel besar, uji lea memepunyai bentuk tolaH, dan

terimaH; jika

o
e — r)? = 2| =) 8-35
=9 Z;mk " ?RZ:F"L‘ D% X (peniip-2)/2(0 (8-35)

dimana x{y+13¢-22(¢) dibawah persentil ke(100a) dari distribusi ct-
kuadrat dengan derajat kebebasan (p + 1){p — 2}/2.

Contoh 8-9:
Matriks sampel korelasdikonstruksi dari berat lahir tikus betina ye

dibahas pada contol-6 dan disajikan di bawah ini



1.0 07501 0.6329 0.6363
0.7501 1.0 0.6925 0.7386
0.6329 0.6925 1.0 0.6625

0.6363 0.7386 0.6625 1.0

R =

Kita akan menggunakan matriks korelasi untuk memdigakan pengujia
sampel besar

p = 4 dan akan ditentuki

1 ppeP
_ p 1 p P
Hﬂ:p_pc.: pp 1 p
P pp1

Hiip#Fpg

Dengan menggunakal-34 dan 8-35

1
R = E({].?Sﬂi + 0.6329 + 0.6363) = 0,6731
_ 1
= E(ﬂ.?Sﬂi + 0.6925 + 0.7386) = 0,7271
_ 1
g = 5(0.5329 + 0.6925 + 0.6625) = 0,6626
_ 1
ry = 5(0.5353 + 0.7386 + 0.6625) = 0,6791

2
r= @ {0.7501 + 0.6329 + 0.6363 + 0.6925 + 0.7386 + 0.6625) = 0,6855

ZZ(T;-,{ —¥)* =(0.7501 — 0.6855) * + (0.6329 — 0.6855) % + -+ + (0.6625 — 0.6855) 2
=k

= 0,1277

]

(r, —7)? = (0.6731 — 0.6855)? + --- + (0.6791 — 0.6855)% = 0,0245
k=1

(4 —1)2[1- (1—0.6855)2]
4 — (4 —2)(1 —0.6855)2

= =2,1329



dan

(150 —1)

= ———————[0.01277 — (2.1329)(0.00245)] = 11,4
1:1_&5855}[ ( ) )]
al 2}

-
=

Karena(p + 1)(p —2)2 =

=5, dan nilai kritis 5% untuk pengujian pa
(8-15)adalahyZ (0.05) = 11.07. nilai pengujian statistik yang ditaksir sama dam
titik kritis 5% sehingga Ho ditola

Perhatikan contoh -6, nilai eigen terkecili,, i; danl, agak berbeda,
dengani, lebih kecil daripadii, dan 1,. Akibatnya, dengan ukuran sampel be
pada masalah ini, perbedaannya kecil dari strugiiningga matriks kesama
korelasinya menunjukkan ssecstatistik berarti.
Penaksir komponen utama sampel dalam bidang Geometri

Kita akan menunjukkan interpretasi untuk penaksdata yang didasark:
pada r pertama komponen utama sampel. Interpadassebaran plot dan bida
dimensin mewakili kepercayai hasil aljabar dibawah ini. Perhatikan penaks
bentukp‘;ln =lay,a;. ..., a,] berarti pengertian ratata matriks da

[x1— £ x;— %, Xy — X

Eror dari penaksiran diukur dari jumlah eror kuadach

Zjei(y— 7 -a)) (g - - a) = 32, Ty -7~ a)’ (BA-1)

Hasil 8A-1. Mlsalkan?i?q sembarang matrik dengan rank =r<min(p,n).

eror dari penaksiran jumlah kuadrat -1) diminimumkan oleh

¥y

A= BElxy— % oy — 7] = B[P

v,



Sehingga kolom |-j dari 4 adalah

-~ - A

Q; = Vy;€1 T Vo€ T ot Vo je,

dimanalfiy, $2;, . sl = [0 (= %), 82 (5= £)s o, &, (35— 7)]

adalah nilai r pertama komponen utama sampel untitke-j. Selanjutnya,
> (y-5-a) (y—7—a) = (= D(ius++4,)
=1

dimanad,:; = --- = 4, adalah nilai eigen terkecil dari S.

Bukti:

Perhatikan sembarang kolom A adalah kombinasididea himpunan dai
r vektor yang tegak luruly,ls, ...1.sehinggal = [I;,1,, ...1.] memenuhiLL =1.
untuk L tertentux; —= merupakan penaksir terbaik dengan proyeksinyatemng

olehl,1;,...1, atau

(x—%) Ll + (5 — %) Ll + -+ (5 — %) LL,

L(x —%)
= [y 15 0 1,] 12{::1-:— |- LL(x— %) (8A-2)
L(x —%)

Karenanya, untuk vektor yang beru-ubah

% —X—Lb; =% —X— LL(x, —X) + LL(x; —X) — Lb
= (I—LL)(%—%) + L(L (x, — %) — Lb;}

Sehingga jumlah kuadrat eror adz

(x—x—Lb) (x—E—Lb) = (x—%) (I- LL)(x; —%) + 0

+LL ('[xj —E}— th) ('[XJ - E} - th)



Dimana hasil kali menghilang karer(/ —LL)L=L—-LLL=L-L=0.

Hubungan terakhir bernilai positif kecuali jikeb; dipilih sehingge

Lb; = LL(x; — %) proyeks

Lebih jauh, dengan memil a; = Lb, = LL(x; — ), (8A-1)menjad

P2 (3 —%—LL(x— %)) (3 —%—LU(x — %)) = Thy(x - %) (1- LL)(x — %)

(8A-3)

=359 (5 -9~ Y (5 -9 1w 9

Kita memposisikan untuk meminimumkan eror sehingganilin L dengar

memaksimumkan hubungan terakhir-3. Dengan sifasifat dari trac

n

i{xj —%) LL(x;— %) = Ztr (- %) LL (- %)

- Ztr[LL‘(xj —%)(% - 2}]

. . (8A-
= (n — Dtr|LLS| = (n — Dtr|LSL

Sehingga pilihan terbaik untuk L dengan memaksimamjimlah eleme
diagonal dariL'SL. Dari €-19 pemilihanl;untuk memaksimumkal;sl;, elemen

diagonal pertama daL SL memberikaniy = &. Untuki; yang tegak lurus kéy,

I'sl;  dimaksimumkan oleh £;. Selanjutnya, kita  menentuk

L=[é,6;..,6]=Edand =EE'[x,— £x,— %, ..., x, — %] .
Dengan memilih ir, elemen diagonal kk- dari LSL adalah

6l5é, =é!(1,6,) =4 sehingga 1L SL| =2y + Ao+ o+ A, Juga



Sy(-%) (- 2) =tr S5 %) (5 -] = - Der(8) = (e - V(A + Lo+ ..

Interpretas Bidang Geometri Dimensi p
Interpretasi geometri meliputi penentuan bidangagem terbaik ke plc

menyebar dimensi p. bidang asal ditentukan 1, 1,, ...1, yang terdiri dari semu

titik x dengan
¥ =byly + baly+ e +b. 1 =Lby
Bidang ini diartikan melewati a menjadi a+Lb unhéberapa
Kita ingin memilih bidanga+ Lb; dimensi r sehingga meminimumk

jumlah kuadrat jarak antara pengamax; dan bidang. Jikax; ditaksir oleh

a+ Lb; dengankit, b; = 07

n n
Z{xj —a-Lb) (g, —a—Lb) = Z{xj —%—1Llb +%—a) (x, —%—Lb+%—a)
=1 =1

= Z{xj —%—1b,) (x,— E—Lb;) + n(® —a) (& —a)
i=1

=) (5 -2 -EE(y - %) (x - %~ EE(x %))
=1
oleh hasil 8A1 [Lb, Lb]=A mempunyai rank(A¥r. Batas bawa
dijangkau dengan mengamla = ¥ sehingga bidang melewati r-rata sampel.
Bidang ini ditentukan ole &, é;, .., é.. Koefisien dari¢; adalahé;(x — %) = i,
komponen utama sampel-k di evaluasi pada pengamatan ke-j.

Sebuah interpretasi alternative diberikan. Peneh#nempatkan bidar

sepanjangz, dan langkah selanjutnya mendapatkan penyebarbaikediantare



bayangan dari pengamatan. Dari-2, proyeksi deviask; —x dalam bidancLb

adalah v; = LL'{xj—i}. v=0 dan jumlah kuadrat panjang proyeksi dev

adalah

i i
Zvjvj =Z{xj —%) LL(x% —%) = (n— 1)&r[L'sL]
=1 =1
dimaksimumkan ole L = E. Karena ¥ = 0

(n—1)8, = i{‘-’j - E}'["’j - "_’}I = i Vj "rjl
=1

i=1

Dan bidang ini juga memaksimumkan variansi t

n
PR
i=1

Interpretasi Bidang Geometri Dimensi n

1
tI"(S‘,} = mtl’

Perhatikan penaksiran di 8A.1 baris demi baris.ukrr =1, baris ke-i
[xi4 — %, X2 — %o, x4 — % ditaksir oleh kelipatarc; 5 ditentukan dari vektc

b= |by, by, ..., b,]. Panjang vektold = |by, b,,...,b,]. Panjang kuadrat eror d:

penaksiran panjarkpadra

-

Li = Z(Ku —% —cby)
=1
Perhatikan,; = {a;;} dengana;; = c;b; sehingga

A=[8,8 0 — 0,88 (x — %), .., 88 (x, —%)]

= E’l [5}11:?’12: . f}ln J



meminimumkan jumlah panjang kuad¥?_, L; sehingga tujuan terbaikn:
ditentukan oleh nilai vektor dari komponen utamatgmea. llustrasi ini pad
gambar 8.6 di halaman 388. Vektor deviasi lebihjggzagn mempunyai pengart
paling besar untuk meminimumk £7_, L?.

Jika variabelariabel adalh standardisasi pertama, vektor hasil

(=% (o= _ — . . . .
% e (x —xi)f\‘.-'s:-i-J mempunyai panjang 1 untuk setiap variabel
1r' LL

+ il

setiap pengaruh yang sama menggunakan tujuanrp

Pada ukuran lain, vektoib berpindah mengelilingi temg-n untuk
meminimumkan jumlah dari jarak kuadrat anti[x;; —% x;; — % x3 — ]’ dan
proyeksinya pada garis ditentukan oleh b. Komponetama kedu

meminimumkan kuantitas yang sama selama semua rvéktak lurus pad

pilihan pertama.



BAB I11

KESIMPULAN

Pada dasarnya analisis komponen utama bertujuark unénerangkan
struktur varians-kovarians melalui kombinasi lintri variabel-variabel. Secara
umum analisis komponen utama bertujuan untuk mésedwata dan
menginterpretasikannya. k buah komponen utama dapatgganti p buah
variabel asal dalam bentuk matriks berukuran n yapg direduksi menjadi
matriks berukuran lebih kecil yang mengandung ngpkaran pada k buah
komponen utama ( matriks berukuran n x k, dimaragK).

Secara aljabar, komponen utama adalah kombinasr lkhusus dari p

X

variabel acak 11 X2, o X

P, Secara geometris, kombinasi linier ini

menggambarkan pemilihan dari sistem koordinat yatigeroleh dengan

merotasikan sistem awal deng%t(ﬁ’ Kaven %, sebagai sumbu koordinat.

Komponen utama populasi bergantung pada matrikarkans). yang memiliki

pasangan nilai  eigen-vektor eigen (4h&).(4,8).. {4, §) dimana

hzh=z..24,2 O, maka komponen uama kelberikan oleh

Y =€ X=¢g X+ g X+.+ e X i=1,2,...p
Dengan,
Var(Y)= € Xe=A i=1,2,..p
Co(Y, Y)= ¢Z g=0 i £k

Dan proporsi total varians dari komponen utam& Kesfi X adalah



proporsi variansi

populasi total dari | _ Ak k=12
komponen utama AatAzte+Ap 'SP
ke — k

Komponen utama populasi yang diperoleh dari vatighng dibakukan
{Z _ (%, —upj
p [
Tor bergantung pada matriks korelgsiyang memiliki pasangan

nilai eigen-vektor eigen(Alvel)'(szez)""’mpv%) dimana h2dp2..2A,2 0,

maka komponen utama kehberikan oleh
V=€ Z= (V) X4,  EL2.

Dengan,
SVar(Y)=Y Va(Z)= ¢

Py = eki\//Ti, ILbk=12,..p
Dan proporsi total varians dari komponen utam& Keri Z adalah

Proporsi dari (baku)
variansi populasi seharusn
untuk komponen utama ke

X k= 1,2p.
p
Komponen utama sampel bergantung pada matriksrikmgasampel S

berukuran p x p yang memiliki pasangan nilai eigektor eigen

(h8),(4,8).. 4, §) dimana /]12/]22"'2/]"20, maka komponen utama

sampel ke-diberikan oleh



A

Varians sampely,) = Ak, k=1,2,..p

Kovarians sampeqyi’ %)=0, i#k

p ~ A A~
=>'§ A+ A
Dan total varians sampel i1

r =M ik=12,..p

i % \/i !

Komponen utama sampel yang diperoleh dari varighelg dibakukan

(z]- = (x”f_f”> bergantung pada matriks kovarians R (jikaz,, ...,z, adalah

VSp
pengamatan yang distandardisasi) di mahg#) adalah pasangan nilai eigen —
vektor eigen ke-i dari R dengay > A, >+ > A, >0, maka komponen
utama sampel ke-i adalah
¥, = (?iz = €1i21 + €12, + ..+ €pizp, 1=1,2,.,p
Dengan,
varians sampel§,)) = A;, i=1,2,..,p
kovarians samp€ly;, ) =0, i #k

Dan total (yang distandardisasi) varians sampe{R)t=p = A; + A, + ..+

Ap danrg , = &g \/Xi i,k=1,2,...p
Proporsi total varians sampel yang diterangkan ktehponen utama sampel ke-i

adalah

sampel varians dalam kaitan ke — i
sampel komponen utama

i=12,...,p

< proporsi yang distandardisasi )

o |2



