LAPORAN MULTIVARIAT

ANALISIS DISKRIMINAN

Disusun oleh :
Indra Syahriar 055340
Agung Dwi Suprapto 055450
Fathurochman 055726
Julianto 055889
Muhammad Nurviana 057068

FAKULTAS PENDIDIKAN MATEMATIKA
DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS PENDIDIKAN INDONESIA

2009



KATA PENGANTAR

Alhamdulillahirrabil’alamin. Puji dan syukur pensilipanjatkan kepada
Allah SWT, karena berkat limpahan rahmat dan kaayang-Nya penulis dapat
menyelesaikan laporan ini. Penulis memahami balemalgan laporan ini tidak
akan berjalan dengan lancar tanpa adanya kerjadamdantuan dari berbagai
pihak.

Penulis menyadari bahwa laporan ini jauh dari semg oleh karena itu

diharapkan adanya kritikan dan masukan yang menuioakepada penulis.

Akhir kata penulis berharap semoga laporan ini tdy@amanfaat bagi
semua pihak yang memerlukan, khususnya bagi ciaitademika Fakultas lImu
Matematika dan Pengetahuan Alam, Universitas Péadlidndonesia.

Bandung, Juni 2009

Penulis



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Analisis diskriminan dan klasifikasi merupakan t&kmultivariat yang
dipengaruhi dengan pemisahan himpunan-himpunark dbjeservasi) yang
berbeda dan dengan pengalokasian objek-objek (@ssgbaru ke grup yang
sebelumnya telah didefinisikan. Analisis diskrinminpada dasarnya bersifat
exploratori. Sebagai prosedur pemisahan, analig&richinan seringkali
dipakai pada one-time basis untuk menyelidiki pédag-perbedaan yang
diamati saat hubungan kausal tidak dapat dimendertgan baik. Prosedur
klasifikasi merupakan prosedur yang sedikit explmrayang mengacu pada
aturan well-defined yang bisa digunakan menentakgek baru.

Klasifikasi biasanya membutuhkan struktur masaladbihl dari
diskriminasi. Ketika melakukan Kklasifikasi, sangatungkin akan terjadi
kesalahan pengklasifikasian objek/observasi. Selzagéoh, seorang nelayan
akan mengelompokkan ikan salmon kedalam dua grigglmya ikan yang
berasal dari perairan Canadia dan ikan yang bedesalperairan Alaska,
berdasarkan ukuran lingkaran pertumbuhan padangeikJkuran lingkaran
pertumbuhan pada sisik ikan salmon perairan Alébian kecil dibandingkan
ikan salmon perairan Canadia. Akan tetapi, jikayah tersebut tidak cukup
jeli untuk membedakan ukuran lingkaran pertumbulannmaka akan
mengakibatkan terjadinya kesalahan pengelompokikam. salmon perairan
Alaska bisa dikelompokkan kedalam ikan salmon panaCanadia, begitu
juga sebaliknya. Kesalahan pengklasifikasian ias&idisebut misklasifikasi.

Prosedur pengklasifikasian yang bagus harus memgérkeluang
terjadinya misklasifikasi. Dengan kata lain, pelyamatau probabilitas
misklasifikasi harus kecil. Oleh karena itu makalypealilakukan evaluasi
terhadap prosedur klasifikasi.

Berdasarkan paparan di atas, perlu kiranya dibdieserapa teori

mengenai analisis diskriminan dan pengklasifikadiaik untuk yang dua



populasi maupun beberapa populasi serta metodealgandpendeskripsian

prosedur Klasifikasi.

1.2 Rumusan Masalah

Adapun rumuban masalah yang akan dibahas dalamlahaiké adalah

sebagai berikut:

1.

Bagaimana mendeskripsikan objek-objek (observasgmoasi) dari
populasi yang diketahui?

Bagaimana menyusun objek-objek (observasi-obséraasijadi dua atau
lebih label kelas?

Bagaimana mengelompokan objek-objek dengan EOR, A&RRER, dan

Metode Fisher?

1.3Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan ini adalah sebagai berikut:
Mampu mendeskripsikan baik secara aljabar atau rase@djabar
differential features dari populasi yang diketahui.
Mampu menyusun objek-objek (observasi-observasipjanée dua atau
lebih label kelas.
Mampu mengelompokan objek-objek dengan EOR, EARPE®, dan
Metode Fisher.

1.4Batasan Masalah

Pada makalah ini yang akan dibahas mengenai disksin dan

klasifikasi, akan tetapi dalam makalah ini penatiembatasinya hanya untuk

yang berpopulasi normal.

1.5Sistematika Penulisan

Makalah ini mengikuti sistematika penulisan sebagaikut:

BAB | : Pendahuluan
Membahas latar belakang masalah, rumusan masalagnt penulisan,

batasan masalah, dan sistematika penulisan.



BAB Il :Isi
Bab ini menyajikan tentang diskriminasi dan kldsii.

BAB Ill : Kesimpulan dan Saran
Bab ini menyajikan kesimpulan dan saran dari hasikalah yang penulis

tulis



BAB Il
PEMBAHASAN
DISKRIMINAN DAN KLASIFIKASI

2.1 Pemisahan dan Klasifikasi Untuk 2 Populasi

Untuk memperbaiki ide, kita tulis secara berurtuasi di bawah ini dimana
salah satunya bisa ternasuk dalam (1) Pemisahaketiag dari objek-objek, atau
(2) Menentukan objek baru ke salah satu dari diesKatau keduanya). Kita bisa
melabelkan kelasnr; dan m,. Objek-objek ini biasanya dipisahKan atau
diklasifikasikan pada basis pengukurannya, contatpyihubungkan variabel
random X' = [X, Xz, ..., Xp]. Nilai hasil observasi untuk X berbeda besarnga d
satu kelas ke kelas lain. Kita dapat memikirkanekesihan nilai dari kelas
pertama sebagai populasi dari nilai x untukdan dari kelas kedua sebagai
populasi dari nilai x untulkt,. Dua populasi ini bisa digambarkan oleh peluang
fungsi densitasfi(x) dan fx(x), dan, akibatnya kita bisa menyatakan bahwa
penentuan observasi-observasi ke populasi-popatasi objek-objek ke kelas-
kelas dapat dipertukarkan.

Anda bisa mengingat kembali bahwa beberapa conéstkub mengenai

situasi pemisahan dan klasifikasi telah di perkearadi bagian 1.

No. Populasit; danm, Variabel X yang di ukur

1. | Kesanggupan dan kesulitamotal aset, biaya saham dan
membayar pertanggungjawabjgabligasi, nilai pasar dari saham dan
properti perusahaan asuransi obligasi, biaya kerugian, kelebihan,

jumlah hadiah yang tertulis.

2. | Nonulcer dyspeptics (orang yanBengukuran dari  kecemasan,
bermasalah dengan penyakit perutetergantungan, kesalahan, dan

dan kontrol (normal). kesempurnaan.

3. | Krtas-kertas federalist yang dituli&rekuensi dari perbedaan kata dan

oleh James Madison dan olgepanjangnya kalimat.




Alexander Hamilton.

4. | Dua species dari chickweed Panjang kelopak dam dunga
ketebalan daun bunga, panjang
ujung scarious, diameter tepung

sari.

5. | Pembeli produk baru dan laggarBendidikan, pendapatan, besar
(orang yang selalu datang terlambatkeluarga, banyaknya pergantian

merek.

6. | Keberhasilan atau kegagalaBkor ujian masuk, nilai rata-rata
mahasiswa kenaikaan kelas SMA, banyaknya
kegiatan di SMA.

7. | Laki-laki dan perempuan Pengukuran secara avitigp
seperti  bentuk dan volume

tengkorak purbakala.

8. | Resiko kredit yang bagus dan jelek Pendapataiorfie), usia, jumla

-

kartu kredit, besar keluarga.

9. | Alkohol dan nonalkohol Aktivitas enzim monoamine
oxidase, aktivitas enzim adenylate

cyclase.

Kita lihat dari 5, misalnya objek-objek (para komsn) dipisah menjadi
dua label kelas (“purchaser” dan “laggards”) padeid dari nilai observasi
variabel yang dianggap relevan (pendidikan, pendapalll). Dalam terminologi
dari observasi dan populasi, kita ingin mengidé#i observasi dari X’ =
[X1(pendidikan), x(pendapatan), skbesar keluarga), sfbanyaknya pergantian
merek)] sebagai populasi: purchasers, atau populasi laggards.

Pada poin ini, kita akan pada klasifikasi untuk ghogoulasi, kembali ke
pemisahan di bagian 11.5



Aturan-aturan alokasi atau klasifikasi biasanyaedikangkan dari sampel
“pembelajaran”. Karakteristik-karakteristik yanguklir dari objek-objek yang
dipilih secara acak diketahui berasal dari tiap ghegulasi yang diuji dari
perbedaan-perbedaannya. Sesungguhnya, himpunasedara hasil sampel yang
mungkin dibagi dalam dua daerah, dRn R, sehingga jika observasi baru jatuh
di Ry, ini dialokasikan ke populasi dan jika jatuh di R kita mengalokasikannya
di populasin,. Dengan demikian, satu himpunan yang nilainya skolasi
menunjukkart;, himpunan nilai yang lain menunjukkas

Anda mungkin bertanya-tanya pada poin ini, bagaankita mengetahui
beberapa observasi termasuk ke populasi tertetdpitkita tidak yakin dengan
observasi yang lain (ini, tentu saja, akan memiasifikasi menjadi masalah).
Ada beberapa syarat yang bisa memberi penjelad@adig penyimpangan ini.

1. Pengetahuan yang tidak lengkap dari kinerja yamlg alatang.
Contoh: Di masa lalu, nilai extrim dari variabetdnsial tertentu diobservasi
2 tahun sebelum kemudian mengalami kebangkrutargkRsesifikasian firma
lain sebagai firma yangehatatausakitpada basis nilai yang diobservasi dari
indikator-indikator penting ini bisa membuat paegawai dapat mengambil
tindakan perbaikan, jika perlu, sebelum terlambat.

Sebuah kantor sekolah aplikasi pengobatan ingingkiasifikasi para
pelamar sebagakan menjadi M.Ddan tidak akan menjadi M.Ddengan
basis skor hasil tes dan dokumen-dokumen sekotgjgitilainnya. Untuk
kasus ini, penentuannya hanya bisa di buat padaakha pelatihan yang
diadakan selama beberapa tahun.

2. Informasi yang “sempurna” memerlukan penghanculgeko
Contoh: Lama hidupnya suatu baterai kalkulator nditkan oleh
penggunaannya sampai baterai tersebut mati darateekdari sepotong kayu
dapat dilihat dari lamanya kayu tersebut bertalaampsi rusak (lapuk).

3. Tidak tersedianya informasi atau mahalnya informasi
Contoh: Diasumsikan bahwa kertas-kertas Federtdigéntu ditulis oleh
James Madison atau Alexander Hamilton karena padasktersebut terdapat
tanda tangan mereka. Tetapi ada kertas lain yaaf ada tanda tangannya

dan hal ini menarik untuk menentukan mana dari ol@mg tersebut yang



telah menulis kertas yang tidak ada tangannyas,Jei@a tidak bisa bertanya

kepada mereka. Frekuensi kata dan panjang kalimya@tdnembantu kita

dalam mengklasifikasi kertas-kertas tersebut.

Banyak masalah pengobatan bisa diidentifikasi sekanklusif hanya
dengan melakukan operasi yang mahal. Biasanya, orsege akan
mendiagnosa suatu penyakit dari kemudahannya dian@ahun berpotensi
untuk terjadi kekeliruan, yaitu gejala luar. Peratak ini membantu untuk
menghindari terjadinya operasi yang sebenarnyk talu dilakukan dan
juga mahal.

Dari contoh di atas, jelas bahwa aturan klasifikaksk selalu menyediakan
metode yang bebas dari kesalahan penandaan. Hak&saja dikarenakan oleh
tidak adanya penentuan yang jelas antara karaidtecerakteristik dari populasi-
populasi yang diukur; yaitu grup-grupnya hanya nigpiusebagian saja. Ini bisa
saja terjadi, contohnya secara tidak benar menfkks objek m, termasuk
dalammn; atau objekr; termasuk dalams.

Misal f1(x) danfy(x) merupakan peluang fungsi densitas yang dihukamg
dengan vektop x 1 variabel acak X untuk populasi danm,. Suatu objek yang
dihubungkan pengukuran x, harus di masukkamkataun,. Misal Q adalah
ruang sampel yang merupakan koleksi dari semuanassex yang mungkin.
Misal Ry himpunan nilai x dimana kita mengklasifikasi obijek sebagair;
dan R, = Q — R; merupakan himpunan nilai x yang tersisa dimana kit
mengklasifikasi objek-objek sebagsi Karena setiap objek harus ditentukan ke
salah satu dari dua populasi, himpufrdanR, bersifat saling menguntungkan
dan saling melengkapi.

Peluang kondisionaR(2|1). dari pengklasifikasian suatu objek sebagai

dimana dalam kenyataannya daradalah

PID=P(XORIm)=[ {9 (11-1)
Dengan cara yang sama, peluang kondisid®@l2), dari pengklasifikasian suatu
objek sebagat; dimana dalam kenyataannya daradalah

PLI2=PXORIZ)=[ £ (11-2)



Tanda integral dalam (11-1) menunjukkan volume yditgentuk oleh fungsi
densitasf;(x) di atas daeralR,. Begitu juga, tanda integral dalam (11-2)
menunjukkan volume yang dibentuk ofefx) di atas daeraR;.

Misal p1 merupakan peluang prior dari danp, merupakan peluang prior
dari m; dimanap; + p. = 1.Peluang keseluruhan dari benar atau tidaknya
pengklasifikasian objek dapat diperoleh sebagal Has peluang klasifikasi prior
dan kondisional:

P(correctly classified aw;) = P(observation comes from; and is correctly
classified as)
= P(XOR|m)Rm)= R1|1)p
P(misclassified ag;) = P(observation comes frons, and misclassified as
1)
= P(XUR|m)Rm,)= R1|2) g
P(correctly classified as,;) = P(observation comes from, and is correctly
classified as,)
= P(XOR|m)RAm,)= R2|2) B
P(misclassified ag;) = P(observation comes frony, and misclassified as
)
=P(XOR|m)Am)= R2|1) g (11-3)

Skema Kklasifikasi sering kali dinilai dari peluandgkesalahan
pengklasifikasiannya, tapi ini mengabaikan biayaskfasifikasi. Contohnya,
untuk peluang yang terlihat kecil seperti 0,0€(2|1) bisa menjadi terlalu besar
jika biaya pembuatan assignment yang salah unttdrlalu tinggi. Sebuah aturan
yang mengabaikan biaya dapat menimbulkan masalah.

Biaya misklasifikasi dapat didefinisikan oleh miagrcost (biaya).

Klasifikasi sebagai:

T T2

T 0 C(2|1)
Populasi

sebenarnya = m2 C(1]2) 0




(11-4)

Biayanya adalah: (1) O untuk klasifikasi yang beria)y c(1|2) saat observasp
salah diklasifikasikan sebagat;, dan (3) c(2|1) saat observasi; salah
diklasifikasikan sebagat,.

Untuk setiap aturan manapun, rata-rata, atau braisklasifikasi yang
diharapkan €xpexted cost of misclassificatiqeCM)) di diberikan dengan
mengalikan entri diagonaldalam (11-4) dengan peu&ejadiannya, yang
didapatkan dari (11-3). Akibatnya,

ECM =c(2|1)P(2|1)p1 + c(1|2P(1]|2)p2 (11-5)
Sebuah aturan klasifikasi yang berlasan akan meyap@®CM yang kecil atau
mendekati nilai kecil yang mungkin.

Akibat 11.1. DaerahR; danR, yang meminimasi ECM didefinisikan oleh

nilai x sedemekian sehingga pertidaksamaan di bawalpenuhi.

R :hi() 2(c(1|2))(&j
f,00 \c2|D)\ B,
prior

densita bia

( ! jz[ '_yj‘ probability
ratio ratio .

ratio

R (¥ <(c(1|2)j(&j
f,(0 (2D B
prior

densit bi

( ens_l aj<( |§yj probability
ratio ratio .
ratio

(11-6)

Dari (11-6) jelas bahwa implementasi dari aturan ECM minimum
memerlukan (1) rasio fungsi kepadatan dinilai pada observasi ba(R)xasio
biaya, dan (3) rasio peluang prior. Kemunculan dari rasio-rasio déimsi dari
daerah klasifikasi optimal adalah signifikan. Seringkali, lebih mudatuk
menspesifiksi rasio-rasio daripada komponen bagiannya.



Contohnya, mungkin sulit untuk menspesifikasi biédaam unit-unit yang
bersesuaian) dari pengklasifikasian seorang siglvagai material sekolah tinggi
ketika, pada kenyataannya dia bukan dan pengldasifin siswa sebagai material
nonsekolah tinggi ketika, pada kenyataannya dia Bmya terhadap para
pembayar pajak dari pendidikan sekolah tinggi di&gtan untuk 2 tahun,
misalnya dapat ditetapkan secara kasar. Biaya wntilersitas dan masyarakat
ysmh tidak melakukan pendidikan terhadap seoravgasyang mampu lebih sulit
untuk ditentukan. Akan tetapi bisa saja bahwa delaumka realistis untuk rasio
dari biaya misklasifikasi ini dapat diperoleh. Apapunit-unit dari pengukuran,
tidak mengakui lulusan sekolah tinggi yang prospektungkin biayanya lebih
besar 5 kali terhadap suatu horizon waktu yangasedaripada mengakui dropout
yang dapat terjadi. Pada kasus ini, rasio biaytahda

Ini menarik untuk memperhatikan daerah klasifikdglefinisikan dalam
(11-6) untuk beberapa kasus spesial.

Kasus Khusus Daerah-daerah Biaya Minimum yang Dihaaipkan

a) pdpp=1 (peluang prior yang sama)
SSRACOIN TN RPN ACOR T
(0 o2]D) 0 o212
b) c(1]2)c(2|]1) =1 (biaya-biaya misklasifikasi yang sama)
LY = 11 - i
A fz(X)2 P i f2(><)< 2} ()

C) podpr=c(1|2)k(2|1) = 1 atay./py = 1/(c(1]2)£(2]|1)) (peluang prior
yang sama dan biaya-biaya misklasifikasi yang sama)

00 o B
AT R ST R

Saat peluang prior tidak diketahui, sering Kkaliupelg prior tersebut
disamakan dan aturan ECM minimum melibatkan pembgad rasio dari
kepadatan populasi terhadap rasio biaya-biaya asgidasi yang bersesuaian.
Jika rasio biaya misklasifikasi tidak ditentukamgdanya dijadikan satu dan rasio
kepadatan populasi dibandingkan dengan rasio pglyaior. (Catat bahwa

peluang prior adalah urutan terbalik dari kepadat#@khirnya, ketika rasio



peluang prior dan rasio biaya misklasifikasi adataltu, atau rasio yang satu
merupakan kebalikan dari rasio yang lainnya, dadesdrah klasifikasi optimal
ditentukan secara sederhana dengan membandind&anilai dari fungsi-fungsi
kepadatan. Pada kasus ini, jikpadalah observasi baru dfa(xo)/f2(xo) > 1, yaitu
f1(Xo) > f2(Xo), kita petakan gke m;. Di sisi lain, jikafi(Xo)/f2(Xo) < 1, atau1(Xg) <
f2(Xo), kita petakan xke .

Ini adalah latihan umum terhadap kasus penggurelzarang c dalam (11-
7) klasifikasi. Ini serupa dengan mengsumsikan grejuprior yang sama dan
biaya misklasifikasi yang sama untuk aturan ECMimum.
Example 11.2

Seorang ahli riset mempunyai data yang cukup texseduk mengestimasi
fungsi kepadatanf;(x) dan fy(x) yang masing-masing dihubungkan dengan
populasin; danmn,. Misal ¢(2|1)= 5 unit darc(1|2) = 10 unit. Sebagai tambahan,
diketahui bahwa sekitar 20% dari semua objek-ol{gddemikian sehingga
pengukuran-pengukuran x dapat dicatat) dimilikihote. Dengan demikian,
peluang prior adalapy= 0,8 darp,= 0,2.

Diberikan peluang-peluang prior dan biaya-biayakhasfikasi, kita bisa
menggunakan (11-6) untuk menurunkan daerah-dadesifikasi R; dan Re.

R0 (10)02)
f,x 5/ 08

400 _(10Y(0,2)
Rz'%<(5j(o,8j O

Misalkan fungsi-fungsi kepadatan yang dinilai dasuobservasi barupx

Secara spesifik,

menghasilkanfi(xo) = 0,3 danfy(Xg) = 0,4. Apakah kita mengklasifikasikan
observasi baru sebagai ataun,? Untuk menjawab pertanyaan ini, kita bentuk
rasio

—fl(XO) :O_’3:O’ 75

f(x) 0.4

Dan bandingkan dengan 0,5. Karena

A 75>(c(1|2)j(&j: o
L) T le2Ip)




Kita temukan bahwag{1R;dan klasifikasikan sebagai kepunyaan
Kriteria selain dari biaya misklasifikasi yang dipkan dapat digunakan
menurunkan prosedur-prosedur klasifikasi optimalontGhnya, seseorang
mungkin mengabaikan biaya-biaya misklasifikasi damilih R; dan R, untuk
meminimumkan peluang total misklasifikastal probability of misclassification
(TPM)),
TPM = P(memisklasifikasikan suatu observasiatau memisklasifikasikan suatu
observasity).
= P(observasi yang datang dasi dan dimisklasifikasikan) P(observasi
yang datang dan, dan dimisklasifikasikan)

= nf, fdx-pf_ H(3 b (11-8)

Secara matematis, masalah ini ekivalen dengan nraommnkan biaya
misklasifikasi yang diharapkan ketika biaya-biayiakiasifikasi sama. Akibatnya,
daerah-daerah optimal dalam kasus ini, diberikah @) dalam (11-7).

Kita juga dapat mengalokasikan suatu observasi kgke populasi dengan
peluang posterior yang terbeg?(tr;|Xp). Dengan aturan Bayes, peluang-peluang
posterior adalah

P(7z, terjadi dan mengobservag))x

P %)= P(mengobservasjx

PUT | %)= P(mengobservasjxr) @)

al% P(mengobservasjr;) @)+ (P mengobserva$ix) (7P
_ P (%)
RACHRNRACH

P(T, 1) = 1~ P(T | )= — P2 2% (11-9)

RACHRN RACH
Pengklasifikasian suatu observasisebagait; ketika P(7z | %,) > P(77, | x,)

adalah ekivalen dengan menggunakan aturan (b) upwlkang total dari

misklasifikasi dalam (11-7) karena penyebut-penyelalam (11-9) adalah sama.
Akan tetapi penghitungan peluang dari popuiasiann, setelah mengobservasi
Xo (dengan demikian dinamakan peluang posteriorjusél@rguna untuk tujuan

dari pengidentifikasian assignment clear-cut yaeujkst.



2.2 Klasifikasi dengan dua multivariat berpopulasinormal

Prosedur Kklasifikasi yang didasarkan populasi nbrmanonjol dalam
praktek statistika dikarenakan kesederhanaanya keétayakannya berefisiensi
besar terhadap suatu model populasi yang luas. dekarang mengasumsikan

fi(x) dan fx(x) adalah multivariat berdensitas normal, vektoeam f; dan
kovarian matrik>.; untuk yang pertama dan vektor meandan kovarian matrik

2., untuk yang pertama kedua.

Kasus khusus dari persamaan matiks kovarian memawsebuah klasifikasi

statistik sederhana linear yang penting.

2.2.1 Klasifikasi dari populasi normal saat}, = >, = »

Asumsikan densitas gabungan d&i=| X, X,,..., X, | untuk populasizz dan

77, diberikan oleh

()=

1 1 . _
Wexp[‘g(x—ﬂi) 2 1(><-M)} untuki =1, 2
(11-10)

Andaikan parameter populagi, 4,, dan. diketahui.

Setelah penghapusan bent{#r)”*||"*, daerah minimum ECM dalam (11-6)

menjadi

(11-11)



R, : exp{—%(x—ul)' > (x— 1) +—;( x=16,) 7Y X—llz)} < (%;j[%j

Diberikan daerahR dan R, di atas, kita dapat mengkontruksi kaidah klassgika

berikut.

Hasil 11.2. Misalkan populasi7z dan 7z, dideskripsikan sebagai multivariat

berpopulasi normal dari bentuk (11-10). Kaidah atdkyang meminimumkan
ECM diberikan oleh:

Alokasikan X, ke T jika

Y sty Loyt c@[2)|f p, )
(14 1) 27 % 2(/11 M) X (ﬂlwz)zanC(le)j[plﬂ (11-12)

Alokasikan x, ke 7z, untuk sebaliknya.

Bukti. Karena jumlah pada (11-11) nonnegatif untuk semuakita dapat
mengambil logaritma natural mereka dan mempertarankusunan dari

pertidaksamaannya. Selain itu,

2 () ) T (6 )+ 50 ) 7 (x- )
= (14 _:uz)' Dy X_%('Ul_'uZ)l X7 (pt 1)
(11-13)

dan, sebagai konsekuensi,

e L

. _ 'yl _E _ 'y-1 C(1|2) &
R i (th-1,) T7x 2(#1 M) X (ul+u2)<ln{(—c(2|l)j[plﬂ

(11-14)



Kaidah klasifikasi ECM minimum mengikuti.

Dalam kebanyakan keadaan praktis, jumlah popylasiy, , dan. tidak
diketahui, jadi kaidah (11-12) harus dimodifikagiald [25] dan Anderson [2]

telah mengusulkan penggantian parameter populagjatiesampel yang setara

dengan mereka.

Misalkan, waktu itu, kita memilikin, observasi dari variabel acak multivariat
X' =[ X, X,,..., X, | dari 7z dan pengukuram, dari jumlah padasz, dengan

n +n,—2= p. Matriks data yang bersesuaian adalah

X, )=[xu, Xz X, |

X, =] X Xoprees X, |

(p x m)

Dari matriks data ini, vektor mean sampel dan rkatkovarian dapat ditentukan

oleh

fifiéx“; (psy?p)zqi_lé(’ﬁi'ji)(é‘_)‘
(11-16)

Rt IR CI PR



Karena iru diasumsikan bahwa populasi induk mengukgvarian matriks}.
yang sama, kovarian matriks sami&ldan S, dikombinasikan (dikelompokkan)

untuk memperoleh sebuah estimasi dgriyang tunggal dan tidak bias seperti

dalam (6-21). Secara khusus, bobot rata-rata

%““:Lm—siﬁy—n}§+Lm—siah‘3}§

_(n-1)s+(n-1s
(n,+n,-2)
(11-17)

adalah estimasti dariy yang tidak bias jika data matrikX; dan X,

mengandung sampel acak dari populgstan 7z, , secara berturut-turut.

Mensubstitusikarnx, untuk 7z, X, untuk 7z,, dan S untuk > dalam (11-12)

pooled

memberikan kaidah klasifikasi sample.

Estimasi Kaidah ECM Minimum untuk Dua Pupolasi Normal

Alokasikan X ke A jika
%-%) St x-=(k-%) S x cl2)) b,
(Xl X2) Sp_)ooled )6 2( )£ )ﬁ) §ooled( %6- 32 ln |:(C(2|1)j( Qj:|
(11-18)

Alokasikan x, ke 7z, untuk sebaliknya.




Jika, dalam (11-18)(2&—'&3[%} =1 makaln (1) = 0 dan estimasi kaidah ECM

minimum untuk dua populasi normal dengan sejumlalbgndingan variabel

skalary = (X = %) Sogeq %= | (11-19)

yang dievaluasikan padg, dengan bilangarﬁ:%(xl = %) Stoea(X*+7%)

== (%-V.) (11-20)

dimanayl = (7(1 _72) %éoled_)f: A[_)i dan 72 = (7(1 _72) %ioled_)s = A[_)g'

Itulah, estimasi kaidah ECM minimum untuk dua pagulnormal yang
sama dengan pembuatan dua univariat populasi umliaiky dengan mengambil

kombinasi linear yang sesuai dari obserbasi dapulasi 77 dan 7z, dan
kemudian menentukan sebuah observasi bgrike 77 atau 77, tergantung atas

apakahy, = f'io jatuh pada kanan atau kiri dari titik tengat, diantara rata-rata

dua univariaty, dany,.

Sewaktu estimasi paremater dimasukkan pada jundphblgsi yang tidak
diketahui yang bersesuaian, tidak ada kepastiag yaenghasilkan kaidah yang
akan meminimukan biaya yang diharapkan dari migidasi dalam aplikasi

khusus. Ini karena kaidah optimal dalam (11-12paba&r pada asumsi multivariat
densitas normaff, (x) dan f,(x) yang diketahui dengan sepenuhnya. Pernyataan
(11-18) hanya sebuah estimasi dari kaidah optinhgaimanapun, itu

kelihatannya beralasan untuk mengharapkan bahwakén berjalan baik jika

ukuran sampel besar.

Untuk meringkas, jika data yang muncul adalah malttat normal,
statistik klasifikasi pada pertidaksamaan kiri dal@l1-18) dapat dihitung untuk



setiap observsi barw,. Observasi ini diklasifikasikan dengan membandamgk

nilai mereka dengan nilai daln Hc(l_IZ)) [&H .
c2|D)\ p

Contoh 11.3

Contoh ini diadaptasi dari sebuah pembelajaran niingenai deteksi dari
pembawa hemofilia A. Untuk membuat sebuah prosatuuk mendeteksi
potensi pen=mbawa hemofilia A, sampel darah digarikntuk dua grup wanita

dan ukuran pada dua variabel, Xl:Ioglo(AHF activity) dan

X, =log,,( AHF - like antige) dicatat. Grup pertama dam, =30 wanita

dipilih dari sebuah populasi dari wanita yang tida&mbawa gen hemofilia. Grup
ini disebut grup normal. Grup kedua daxj =22 wanita dipilih dari pembawa
hemofilia A yang diketahui (putri dari hemofilidgu dengan lebih dari satu putra
hemofilia, dan ibu dengan satu putra hemofilia Habhungan hemofilia lainnya).
Grup ini disebut pembawa wajib. Pasangan obser(\»@si(z) untuk kedua grup
digambarkan dalam Figur 11.4(lihat buku halaman)5@uga ditunjukkan
estimasi kontur mengandung 50% dan 95% dari protzsbiuntuk bivariat
distribusi normal yang berpusat pada dan X,, secara berturut-turut. Matriks

kovarian umum mereka diambil menurut matriks kaarisampel yang

dikelompokkan,S Dalam contoh ini, distribusi normal bivariat keltannya

pooled *

sesuai dengan data cukup baik.

Pemeriksa (lihat [4]) menyediakan informasi
_ _|-0.0065 _ _1-0.2483
%71 _0.0390) 271 0.0262"

., _[131.158 -90.42
pooled " _90.423 108.14



Oleh karena itu, biaya yang sama dan fungsi diskem prior yang sama
[lihat(11-19)] adalah

y= f'x = (7(1 _7(2) %ooled X

131.158 - 90.42Y x,
=[0.2418 -0.65

—90.423 108.147| X,
= 37.61 — 28.9,
Selainitu, v, =1'% =[37.61 -28.9 00085 g
LTI ' 1 -0.0390

=- 101

e -0.2483
Y, =1%,=[37.61 -28.9

0.0262

dan titik tengah antara rataZ2nya [lihat(11-20)] adalah

(%-%) :—;(0.88 ~10.10=~ 4.6.

Pengukuran darAHF activity dan AHF-like antigenpada seorang wanita yang

mungkin seorang pembawa hemofiia A memberikagn=-0.210 dan
X, =—0.044. Seharusnya wanita tersebut diklasifikasikan sabag : normal

atau 7z, : pembawa wajib?

Dengan menggunakan (11-18) dengan biaya yang sampribr yang sama maka

In(1) = 0, kita mendapatkan: alokasikan X, ke 4 jika

Yo =1 X, = M=-4.61
alokasikanx, ke 7z, jika y, =1 x, < m=-4.61

dimanax, =[-0.210 - 0.044.



=- 6.62 - 4.6im kita
—0.044

— -0.210
Karena Yo=1%=[37.61 - 28.9]{ } =

mengklasifikasikan wanita itu sebaga, : pembawa wajib. Observasi baru
diindikasikan oleh sebuah bintang pada Figur 1iikat( buku hal 506). Kita
melihat bahwa itu jatuh ke dalam estimasi 0.5 koptobabiitas dari populagt,
dan sekitar pada estimasi 0.95 probabilitas kod&ur populasizz,. Oleh karena

itu, klasifikasi tersebut tidaglearcut

Misalkan sekarang probabilitas prior dari jumlahggota suatu grup

diketahui. Sebagai contoh, misalkan pemerikasasahgaengukurarx, dan x, di

atas diambil dari saudara sepupu ibu dari seorargofilia. Kemungkinan

genetik menjadi seorang pembawa hemofilia A dalaimhadalah 0.25. Sebagai

konsekuensi, probabilitas prior dari jumlah anggotap adalahp, =0.75 dan
p, =0.25. Diasumsikan, setikit tidak secara realistis, bahwiaya dari

misklasifikasi adalah sebanding sedemikian sehingyp2)=c(2|1 dan dengan

meggunakan statistik klasifikasi
NN 1, _y -
W= (X ~%) Sooea 375 (X% Sooed "2

atau w=1x, - denganx, =[-0.210 -0.044, M=-4.61, dan| x, =-6.62,

kita mempunyaiv=-6.62-(-4.6)=- 2.0

Aplikasikan (11-18), kita melihat bahwa = -2.01< In{%} = In{g'—ia =-1.1C
), .

dan kita klasifikasikan wanita tersebut sebagat pembawa wajib.



Koefisien vektorl =S% .,(% —%) tidak unik. Itu unik hanya tergantung pada
subuah konstanta multiplikatif, jadi untuk# O, sebarang vektoc! juga akan

bertindak sebagai koefisien diskriminan.

Vektor | sering diskalakan atau dinormalkan untuk mempeahudterpretasi
dari elemen-elemennya. Dua dari yang paling umurmalisasi yang digunakan

adalah:

1. Himpunan =

(11-21)

sehinggd ™ mempunyai satuan panjang.

A
- |
*
=

2. Himpunan I :|

iy

(11-22)

sehingga elemen pertama dari koefisien vektaadalah 1.

Dalam kedua kasusf*merupakan bentuk darcl . Untuk normalisasi (2),

an\-1/2 ~
c:(l I) dan untuk (2)c=1".

BesarnyaIAl*,IA;,...JA* dalam (11-21) semuanya terletak dalam inter[\/'al,]].

p
Dalam (11-22),IA1* =1 dan IAZ*,...,IA; diekspresikan sebagai kelipatan d;ir.i Untuk
mambatasil?, pada interva[—l,]] biasanya memudahkan sebuah perbandiangan
visual dari koefisien. Dengan cara yang sama, Rapgesian koefisien sebagai
pengali dari IAl memenuhi satu untuk siap menaksir kepentingarifrésebagai

lawan X, ) dari variabelX,,..., X, sebagai diskriminator.



Menormalkan direkomendasikan hanya jika varibedhetlistandarisasikan. Jika
bukan kasus ini, uraian yang besar dari keteliti@nud diperhatikan dalam

menginterpretaskan hasilnya.

2.2.2 Klasifikasi dari populasi normal saat}. # >

Seperti yang diharapkan, kaidah Kklasifikasi lebimit ketika matriks

kovarian populasi tidak sama.

Pertimbangkan densitas normal multivariat dalam -1Q)L dengan

2.,i=1,2 , menggantikan}. . Dengan begitu, matriks kovarian maupun vektor

mean berbeda dati satu dengan yang lain untuk dpalgsi. Seperti yang telah
kita lihat, daerah ECM minimum dan probabilitasatatari misklasifikasi (TPM)

minimum bergantung pada rasio dari densitdgx)/ f,(x), atau sebanding
dengan logaritma natural dari rasio densitas,
In[ £,(x)/ f,(x)]=In[ £(X)]-In[ £,(X)]. Ketika densitas normal multivariat
mempunyai struktur kovarian yang berbeda, hubunigdam rasio densitas yang
menyangkut|2i|1/2 tidak dihilangkan seperti yang dilakukan ketiRa =2.,.
Selain itu, bentuk kuadratik dalam eksponen déf(x) dan f,(x) tidak

digabungkan untuk memberikan hasil yang lebih sedex dalam (11-13).

Mensubstitusikan densitas normal multivariat dengaatriks kovarian
yang berbeda ke dalam (11-6) memberikan, setelatgamebil logaritma natural

dan menyederhanakannya, daerah klasifikasi

1l (ca -1 'N-1l_,, vl 1|2 2
R : 35X (Zl —Zz)x+(,u1 21 —,UZZZ) X— k= InHzEZ—lllij[%H

(11-23)



L et ey 1|2 A
R - _EX(Zl =3 e+ (4 -, 25 x- k<|n{[§§2—lllﬁ[%ﬂ

2

dimana k-—In(
2|

J (,UZ - ,UZZ :uz) (11'24)

Daerah klasifikasi didefinisikan oleh fungsi kuadmdari x. Ketika
>, =2,, hubungan kuadratik,—%x'(Zl‘l—Zgl)x, menghilang dan daerahnya
didefinisikan oleh (11-23) direduksi menjadi yandedinisikan oleh (11-14).

Kaidah klasifikasi untuk populasi normal multivariamum mengikuti secara
langsung bentuk (11-23).

Hasil 11.3. Diberikan populasizz, dan 7z, dideskripsikan oleh densitas normal
multivariat dengan vektor mean dan matriks kovagan2. , (,, dan2.,, secara

berturut-turut. Kaidah alokasi yang meminimumkaayhi yang diharapkan dari

misklasifikasi diberikan oleh:

Alokasikan X, ke V4 jika
N N1, 1) Y c@2)) p

Exo(zl Z2))(0’*'(/'1121 /Jzzz)xo kZIan(Z—ll) EZ
Alokasikan x, ke 7z, untuk sebaliknya.

Di sini, k ditentukan dalam (11-24).

Dalam latihan, kaidah klasifikasi dalam Hasil 1HiBmplementasikan dengan

mensubstitusikan besaran sampgelX,, S, danS, (liaht (11-16)) untuk,, 4,

, 2., dan2.,, secara berturut-turut.



Kaidah Klasifikasi Kuadratik
(Populasi Normal dengan matriks kovarian yang tidaksama)

Alokasikan X, ke 4 jika

Ny P = c12)) p, _
2xo(ﬁ SY) ¥+(xS-"x8) o kanC(le)j(plﬂ (11-25)

Alokasikan X, ke 7z, untuk sebaliknya.

Klasifikasi dengan fungsi kuadratik lebih aneh daleebih dari dimensi
dua dan dapan membuat ke hasil yang aneh. Iniss&baisus benar ketika data

tidak (secara esensial) normal multivariat.

Figur 11.5(a) (lihat buku hal 511) menunjukkan bigang sama dan prior
yang sama berdasarkan pada kasus ideal dari dtrdbubs normal dnegan

variansi yang berbeda. Kaidah kuadratik ini membaada sebuah daeraR

yang mengandung dua himpunan saling lepas d#i titi

Dalam banyak aplikasi, titik ujung untuk distribugj akan lebih kecil

daripada yang berlaku pada distribusi normal. Lalkeperti yang ditunjukkan
dalam Figur 11.5(b) (lihat buku hal 511), bagianng dari daerahR, yang
dihasilkan dengan prosedur kuadratik, tidak bemjadabaik dengan distribusi

populasi dan dapat membawa ke nilai error yangrb&semahan yang penting
dari kaidah kuadratik adalah itu sensitif pada ateai normalitas.

Jika data tidak normal multivariat, ada dua pililyamg tersedia. Pertama,
data yang tidak normal dapat ditransformasikan awnjdata yang lebih
mendekati normal dan sebuah tes untuk persamaamdaiks kovarian dapat
dilaksanakan untuk melihat apakah kaidah linearl@1atau kaidah kuadratik
(11-25) yang tepat. Transformasi didiskusikan daBat 4. (Tes yang umum
untuk homogenitas kovarian sangat dipengaruhi aleh normalitas. Konversi

dari data non normal ke data normal harus dilakidebelum tes ini dilakukan.)



Kedua, kita dapat menggunakan kaidah linear (ataddatik) tanpa khawatir
tentang bentuk dari populasi induk dan berharapvhaltu akan bekerja secara
layak dengan baik. Pembelajaran (lihat [20] dan])[2&lah menunjukkan,
bagaimanapun jga, bahwa ada kasus non normal difoagai klasifikasi linear
berfingsi dengan buruk walaupun matriks kovariani gepulasinya sama.
Etikanya adalah selalu mengecek hasil dari sebagaogedur klasifikasi.
Sekutang-kurangnya, ini harus dilakukan dengan aimap data yang digunakan
untuk membangun klasifikasinya. Idealnya, akan edkup data yang tersedia
untuk memberikan terhadap sample latihan dan sawghelasi. Sampel latihan
dapat digunakan untuk mengembangkan fungsi klasifiklan sampel validasi

dapat digunakan untuk mengevaluasi hasilnya.
2.3 Mengevaluasi Fungsi Klasifikasi

Satu cara yang penting dari menilai hasil dari ssiarosedur klasifikasi
adalah dengan menghitung nilai errornya, atau fmbtzs misklasifikasi. Ketika
bentuk dari populasi induk dikenal secara menyélupuobabilitas misklasifikasi
dapat dihitung dengan relatif mudah, seperti yatghtditunjukkan dalam contoh
11.4. Karena populasi induk jarang sekali diketahuita seharusnya
berkonsentrasi pada nilai error yang berhubungamgate fungsi klasifikasi
sampel. Segera sesudah fungsi klasifikasi ini diderpengukuran dari hasilnya

dalam sampel yang akan datang merupakan perhatizan k

Dari (11-8) TPMnya adalalp, ij f,(X) dx— gjpl f(yd> (11-28)

Nilai terkecil dari jumlah ini, diperoleh dengariipan bijaksana darR dan R,,
disebut nilai error oprimum (OER).

Nilai error optimumOER= Q'[Rz f( N dx QJ.R f( xd
(11-26)
dimanaR dan R, ditentukan oleh kasus (b) dalam (11.7)

Oleh karena itu, OER adalah nilai error untuk khidkasifikasi TPM minimum.



Contoh 1.4

Diberikan sebuah pernyataan untuk nilai error opiimketika p, = p, =% dan

f,(x) dan f,(xX) merupakan densitas normal multivariat dalam (1)L-10

Sekarang, kaidah klasifikasi ECM minimum dan TPMiimium serupa ketika
c(l]2)=c(2]1. Karena probabilitas prior juga sama, daerah fikasi TPM

minimum didefinisikan untuk populasi normal oleh 1{12), dengan
(c(l_|2)j (&] =0. Kita mendapatkan
c2|ID)\ n

'y-1 1 ‘-1
Rt (k=) E7 =3 (b pt5) X7 (pa+ 1) 20

'yl 1 ‘-1
Ry (b k) T x = (ph = ) X7 (ks p15) <0

Himpuan ini dapat dinyatakan dalam hubungan dar (,ul—/JZ)IZ'lx:I'x

sebagai

R(Y): yZ%(ﬂl—ﬂz)'Z'l(ﬂl+ﬂz)

R(y): y<%(ﬂ1-ﬂz)'2'l(u1+ﬂz)

Tetapi Y merupakan sebuah kombinasi linear dari variabak aormal,
jadi probabilitas densitas dal, f,(y), dan f,(y), adalah normal univariat

(lihat hasil 4.2) dengan rata-rata dan varianselan oleh

Hy = I‘,ul = (,ul_,uz)l Z_llul
Hoy = ll,uz = (,ul_,uz)l > M,

g, =Xl = (/'11_/'12)2_1(/11_/12) =A*



Sekarang, TPM %P[kesalahan mengklasifikasi observagisebagair, ]

+ %P[ kesalahan mengklasifikasi observasi

7T, sebagair |

Tetapi, P [kesalahan mengklasifikasi observagisebagairz,] = P(2|1)

1 R
=P Y<E(:Ul_:uz) 2 1(:“1*‘:“2)}

1 ‘-1 'y-1
(:ul_:uz)Z (:1'114_:1'12)_(,ul_:uz)Z M

-p Y_,u1Y < 2
a, A
1, .
=p| z<2 =q>(—j
2

dimana q)() merupakan fungsi distribusi kumulatif dari variakstak normal

standar. Dengan cara yang saniafkesalahan mengklasifikasi observagj
sebagairz] = P(1]|2)

1 'yl
-p YZE(,Ul_:Uz)Z (#ﬁ#z)}

-#(228])1-0(8)-o( 2

Probabilitas misklasifikasi ini ditunjukkan dalangér 11.6 (liaht buku hal 513).
Oleh karena itu, nilai error optimumnya adalah OERTPM minimum =

lq)(ij +E¢(£j _ q:(ij (11-27)
>\ 2 )27\ 2 2




Jika, sebagai contohA? = (g — ) X7 (1, - 1,) =2.56, lalu A=+2.56=1.€

dan mengunakan tabel appendiks 1, TPM minimum
cb(izﬁj =®(-0.8) = 0.211¢

Kaidah klasifikasi optimal di sini akan dengan kdapat dialokasikan, ke satu

populasi atau yang lainnya, sekitar 21% dari materi

Contoh 11.4 mengilustrasikan bagaimana nailai eogirmum dapad dihitung
ketika fungsi densitas populasinya diketahui. Jgaja umumnya seperti halnya
dalam kasus, paremeter populasi khusus yang mdatain kaidah alokasi harus

diestimasi dari sampel, maka evaluasi dari nileoreidak langsung.

Hasil dari fungsi klasifikasi sampel dapat, dalarmgipnya, dievaluasi dengan

mengkalkulasikan nilai error aktual (AER),

AER= pf. f(3 dx pf, & xd (11-28)

dimana Iil dan Ii’z mewaliki daerah klasifikasi yang ditentukan olekunan
sampeln, dan n,, secara berturut-turut. Sebagai contoh, jika fukgssifikasi

dalam (11-18) dipakai, daeralgi1 dan Ii’z didefinisikan oleh himpunan dan

dimana pertidaksamaan berikut ini memenuhi.

: %Olm(—?& “¥=1In HE?T%][%H

P

AER mengndikasikan bagaimana fungsi Kklasifikasi am akan

R (R=%) Sooes X5 ()

Rt (R=%) Sooea X=5(%7)

menghasilkan dalam sampel yang akan datang. Sejaitierror optimum, itu

tidak dapat, secara umum, dihirung karena itu teétgey pada fungsi densitas



yang tidak diketahuif,(x) dan f,(x). Bagaimanapun juga, sebuah estimasi dari

jumlah yang berhubungan dengan nilai error aktaglat dihitung, dan estimasi

ini akan dibahas secara singkat.

Ada sebuah pengukuran dari hasil yang tidak benganpada bentuk dari
populasi induk dan dapat dihitung untuk sebarangsquur Kklasifikasi.
Pengukuran ini, disebut nilai error nyata (APERQefinisikan sebagai fraksi dari
observasi dalam sampel latihan yang merupakan asidkiasi oleh fungsi

klasifikasi sampel.

Nilai error nyata dapat dengan mudah dihitung daatriks confusion

yang mana menunjukkan grup anggota aktual melawediksi. Untuk n

observasi darrz, dan n,observasi darvz,, matriksconfusionmempunyai bentuk

Anggota prediksi

h 7T,
Anggota Me Ny =n-ng | 7
Nyata Ny =M= Ny N,e T,
(11-29)

dimana n. = bilangan dari materiz, secara benar diklasifikasikan sebagai

materi 7z,

n, = bilangan dari materz, salah diklasifikasikan sebagai materi

n,. = bilangan dari materiz, secara benar diklasifikasikan

n,, = bilangan dari materiz, salah diklasifikasikan



Nilai error nyatanya adaIaJt\PER:nl““-—nZM (11-30)
n-n
yang mana dikenali sebagai proporsi dari materardahimpunan latihan yang

salah diklasifikasi.

Walau APER mudah dihitung, tapi APER terlalu rendaénaksir AER
dan masalah ini tidak akan hilang kecuali jika akusampel ndan n sangat
besar. Hal ini terjadi karena data yang digunakatulku membuat fungsi
klasifikasi juga digunakan untuk mengevaluasinya.

Taksiranerror rate dapat dibuat lebih baik dari AER, relative tetapdah
dihitung dan tidak memerlukan asumsi distribusional

Satu prosedur untuk memisahkan sampel total kedakEmpel training
dan sampel validasi. Sampel traintngihing sampel digunakan untuk
mengkontruksi fungsi klasiffikasi dan sampel vadidadigunakan untuk
mengevaluasinya.

Error rate ditentukan oleh proporsi kesalahan klasifikasi gpaampel
validasi. Walaupun metode ini mengatasi masalals l@gu penyimpangan
dengan tidak menggunakan data yang sama baik umekabentuk fungsi
klasifikasi dan menilainya, namun metode ini menyaudlua cacat utama, yaitu :
1. Membutuhkan sampel yang berukuran besar,

2. Fungsi yang dievaluasi bukan fungsi yang dihasilkgada akhirnya hampir
semua data harus digunakan untuk membentuk fungsifikasi. Jika tidak,
informasi berharga dapat saja hilang.

Pendekatan lainnya, selain memisahkan sampel katdhlam sampel
training dan sampel validasi, yang nampaknya hekdengan baik disebut
prosedur “holdout” Lachenbruch. Algoritma prosethiradalah sebagai berikut :
1. Mulai dengan pengamatan pada gryp Abaikan satu observasi dari grup ini

dan hasilkan fungsi klasifikasi berdasarkan pasiasi — 1, n, observasi.

2. Klasifikasi observasi yang ditahanth¢ ‘holdout’ observation dengan

menggunakan fungsi yang dihasilkan pada langkah 1.



3. Ulangi langkah 1 dan 2 sampai semua obsemadiklasifikasikan. Misahﬁf}
adalah banyaknya observasi holdout dalam grup k) gang salah

diklasifikasikan.

4. Ulangi langkah 1 sampai 3 untuk observasi Misal ng,\’,,) adalah banyaknya

observasi holdout dalam grup ini yang salah dikkessikan.
Taksiran P(2]|1) dan P(1|2) dari probabilitas misklasifikasi bersyarat
pada (11-1) dan (11-2) diberikan oleh :
(H)
P(2]1) = 22
n

1

(11-31)
()
~ n
P(2]1) = %

2

dan total proporsi misklasifikaéingﬂ,) + ng,ﬂ,))/(nl + n,) adalah, hampir tak

bias mengestimasi AER yang diharapKafAER).

(H) (H)

~ N,y + n
E(AER) = % (11 —32)
1 2

2.4 Fungsi Diskriminan Fisher — Pemisahan Populasi

Fisher baru menyampaikan statistik pengklasifi&kasiang linier (11-19)
dengan menggunakan suatu yang sama sekali yabgdaerGagasan Fisher
mengubah bentuk pengamatan-pengamatan multivaratke pengamatan-
pengamatan univariate bahway berasal dari populasi-populasidann; yang
telah dipisahkan. Fisher mengusulkan pengambilambkaasi linier dark untuk
membentuk y karena fungsi-fungsx cukup sederhana untuk ditangani dengan
mudah. Pendekatan Fisher tidak berasumsi bahwagsymopulasi itu bersifat
normal. bagaimanapun, secara implisit mengasumsikatriks kovarians
populasi bersifat sama karena suatu perkiraan whatriks kovarians yang
disatukan yang umum digunakan.

Suatu kombinasi liniar yang ditetapkan diperbaxkidiambil dari nilai-nilai

Yirr Yio-s ¥y UNtUK pengamatan-pengamatan dari populasi yangmparidan



nilai-nilai = Yy, ¥y,--, Yo, UNtuk pengamatapengamatan dari populasi ya
kedua. Pemisahan dua himpunan ini dari univay ditaksir dari selisih antai
y, dan y,diyatakan dalam simpangan baku. Yz

M _ n2 _
vV -\ Z(ylj - y1)2+2(y2j - yz)2
- Y| 2

y =
pemisaharrp‘—z; dimana 5=-1=
n+n-2

adalahestimasi yang disatukan dari varians. Tujuannytukumemilih kombinas

linier x untuk mencapai pemisahan yang maksimum dari sagl1 dan_yz.

Result 11.4. Kombinasi liniey =/ x=(% - x) S sooies Xmemksimalkan ras

Squared distance
between sample means of y/ (5, — 7,)?

(Sample variance of y) 52

20‘-— - 21-—— 2
pooled
(e
88 pactedl

atas semua vektoektor koefisien ¢ yang mungkin dimaned = (% - %).
Maksimum dari perbandingan (-33) adalahD? = (x1 = X2) S;"soqea( X~ %)
Bukti.
Maksimum dari perbandingan di dal(11-33) diberi dengan menerapkar-50)
secara langsung. Jadi; Dengan demikian, menend = (;<1—3<2)

@0y

max o7 = $Snuied = &) — X Spied®y — X)) = D*

'pooled



di mana Badalah jarak kuadrat sampel antara kedua re

Catat bahwesf, di dalam (1-33) bisa dihitung sebagai

Y - Jr + j}:l (v — 7))
= =
ny + ny, — 2

. o2 —
Sy =

(11-34)
Dengany, :z'xij dany, =0 %

Contoh 11.8
Suatu studi terkait dengan pendeteksian hemofitliperkenalkan di Examp

11.3. Ingat bahwaos dan fungsi diskriminan linear prior yang sama dal
y = &% = [®, — %,1Sphicax = 37.61x, — 28.92x,

Fungsi diskriminan linear di atas adalah fungsedin Fisher, yang sece
maksimal memisahkan kedua popt-populasi, dan pemisahan yang maksin
di dalam sampedampel itu adala

D? = (%, — X,)SpeaiedXs — X2)

131.158 —90.423] [ 241 8]

= [2418, —~°(?52][-9o.423 108.147 || —.0652

= 10.98

Solusi Fisher dalam masalah peahan dapat juga digunakan un

menggolongkan pengama-pengamatan baru.

Satu aturan alokasi yang didasarkan pada FungsiriBiinan Fishe
alokasikan ke m; jika
Yo = (X, — il)ls;o:ledxo
>m= '2L(’-‘1 =% iz)'s;o:led(’_‘l + iz)

atau

a

Yo— 20
alokasikan ke =, jika
Yo < 1 (11-35)

atau




yo—'ﬁ<0

Prosedur (1B3) digambarkan, secara sistematiks untuk p =2atlind Gamba
118. Semua titikitik di dalam scatterplots itu diproyeksikan ketusdaris di

dalam araly dan arah ini bervariasi sampai sampel berpisalra@caksimal

Xy

Gambar 11.8 penyajian yang bergambar proseduetHistiuk dua popula

Fungsi diskriminan linear Fisher di dalam -35) dikembangkan di bawasumsi
dua populasi, yang mempunyai suatu matriks kovariggng umum. Sebag
konsekwensi, mungkin tidak mengejutkan bahwa metasgher berkorespoder

dengan kasus tertentu dari aturan ekspelcost misclassificatic minimum.
Istilah yang pertama, §/=(;<1—;<z)' $1.poo|ed xdi dalam aturan pengklasifikasi

(11-18) adalah fungsi linear yang diperoleh oleh Fidbenwa memaksimalke
univariate "antara" sampel variabilitas relativenglen "di dalam" samp
variabilitas [ lihat (1-33)]. Yaitu;

w=(X; — iz)’s;:led?( —x, - iz)ls;xlsled(il + X;) (11-36)
=(x, - iz)'S;o;led[" —3(x, + %,)]

sering disebut fungsi pengklasifikasian Andersotatigik). Sekali lagi, jike

[(c(1|2) /c(29)(n /g)} = 1 sehingga E(c( 102 d |2 p 9)] = .OAturan

(11-18) dapat diperbandingkan dengan aturan-35) berdasar pada fung

diskriminan linear Fishe Jadi; Dengan demikian, dengan syarat kedua po-




populasi normalyang  mempunyai matriks kovariansngyasama, aturan
pengklasifikasian Fisher's adalah setara dengan B@My minimum dengan

peluang prior dasostmisclassification sama.

Secara ringkas, selama dua populasi, pemisahatif rehaksimum dapat
diperoleh dengan mempertimbangkan kombinasi lipemgamatan-pengamatan
multivariate dengan jarakiyang sama. Ini tepat karen& Bapat digunakan, di
dalam situasi-situasi yang tertentu, untuk mengpgakah rerata populasi gan
Uo berbeda secara signifikan. Sebagai akibatnyay gaat untuk selisih rerata di
dalam vektor-vektor dapat dipandang sebagai sua#ii ftsignifikan” dari

pemisahan yang dapat dicapai.

Misalkan populasi-populas dann, adalah normal multivariate dengan suatu
matriks kovarians yang umup .Lalu, seperti di Section 6.3, suatu test dari Ho:

M1=H2 melawan H: y1#u, dapat ditunjukan oleh;

R P

Suatu F-distribution dengan df = p dany = n+ - pl. Jika H ditolak, kita

dapat menyimpulkan pemisahan antara kedua popub@silasitidann, adalah

signifikan

Pemisahan signifikan tidak perlu menyiratkan peagjkkasian baik. Seperti
kita sudah melihat di Section 11.4, kemanjuran datatu prosedur
pengklasifikasian dapat dievaluasi bebas dari gd&at perpisahan. Sebaliknya,
jika pemisahan itu tidak signifikan, pencarian suatiran pengklasifikasian yang
bermanfaat mungkin akan membuktikan tidak berarti.



2.5 Klasifikasi Untuk Beberapa Populasi

Teorinya, secara umum prosedur klasifikasi @asampag = grup akan

dijelaskan disini. Meskipun, tidak banyak yang netafui tentang syarat dari
korespondensi fungsi klasifikasi sampel dan, faj@annilai kekeliruan dari
klasisfikasi di atas tidak dapat dihitung.

Teori “Robust” dari statistik klasifikasi linierué grup, misalnya, kovarian
tidak sama atau tidak berdistribusi normal dapata kpelajari dengan
menggunakan program komputer yang mendukung sagnpkeperimen. Untuk
populasi lebih dari dua, pendekatan ini tidak dap&nghasilkan kesimpulan
secara umum karena syaratnya bergantung pada da mpepulasi itu akan
ditempatkan dan masih banyak bentuk yang dipelihith dalam.

Sebelumnya pendekatan kita pada bahasan sekdanglidentuk aturan
optimal secara teori selanjutnya modifikasi yangedbleh pada aplikasi
kehidupan nyata.

Nilai Harapan Minimum dari Misclassification Method

Misal f (x) fungsi kepadatan dari populast,i=12,...g.[sebagian
besar kita akan menggunaketr(x) berupa fungsi kepadatan multivariat normal,
tetapi tidak diperlukan pada pembentukan teorirsegaum.]. Misal

p, = probabilitas prior dari populagi i = 1,2,9.,
c(k|i)= nilai alokasi dari itenm, , kenyataanriyerkaitan dengarr
untukk,i=1,2,...9

untukk = 1c(i )= C

Nilai harapan kondisional dari klasifikasi x dari

7msampairr, , atawr, ,..7, adal

P(213c( 213+ P( 311 3) +F(g )i g )
P(k [ke(k It

ECM(1)

9
k=2
Perkalian dari ECM kondisional masing-masing olebbpbilitas priornya dan
dijumlahkan akan menghasilkan



ECM = p,ECM(1)+ p,ECM( 3+ ..+ p, ECM g)

—pl(gp(klio(kll} 9(2 R k1R ¢ kI)ZJ+ * 9(2 e kibc k|)§

=>p iP(kI') (k) (11-37

i=1

Perhitungan jumlah klasifikasi optimal pada penaifilkualitas daerah klasifikasi
R, R,...,R khusus dan mendalam seperti pada (11-37) adakamom.

Hasil 11.5 daerah Kklasifikasi untuk nilai ECM nmmum (11-37)
didefinisikan oleh pengalokasian x pada popufgsk =1,2,...,gdi mana

g9

2P f (X (k) (11-38)

i=1
izk

adalah yang terkecil. Jika berkaitan, x dapat dukkan ke populasi yang
berkaitan itu.

Bukti. Lihat Anderson [2].

Misalkan semua nilai misklasifikasi sama, padaukasilai harapan
minimum dari aturan misklasifikasi adalah probaaditotal minimum dari aturan
misklasifiasi. (Tanpa menghilangkan sifat umum ldepat menentukan semua
nilai misklasifikai sama dengan 1.) Menggunakarsatasebelumnya pada (11-
38), kita akan mengalokasikan x padgk =1,2,...,g, di mana

P f (x) (11-39)

71 M

adalah yang terkecil. (11-39) akan menjadi yangei@ ketika mengabaikan
bentuk p, fk(x) yang terbesar. Akibatnya, ketika semua nilai miékkssi sama,

nilai harapan minimum dari aturan misklasifikagudjukkan bentuk sederhana.

Syarat klasifikasi ECM minimum dengan nilai miskladfikasi sama

alokasi x padar, jika

pf(X)> p £(® untuk semua# k 11¢40)

atau, ekivalen dengan

alokasi x padar, jika

Inp, f(X)>In p (X untuk semua# k (1)




Hal ini menarik untuk diingat bahwa aturan kldsai pada (11-40) adal
identik dengan memaksimumkan probabilitas post,eﬁ’(ﬁm |x) = F(x dari 71,
diganti dengan x dari observasi), dimana

p(75, Ix) = p f(x) _  (prior)x(likelihood)

Zg: p f(x) ) > [ (prior) x(likelihood) |

i=1

untukk = 1,2,...9

(11-42)
Persamaan (11-42) adalah bentuk umum dari persafhha#d) untukg = 2 grup.

Anda seharusnya mengingat hal tersebut, umumnyararat ECM
minimum mempunyai tiga komponen: probabilitas priatai misklasifikasi, dan

fungsi kepadatan. Komponen ini sudah diketahuu(dtastimasi) sebelum aturan
ini digunakan.

Contoh 11.9

Misalkan didapat observasj, ke suatug =3 populasi 7z, ,, ataur,, diberikan

hipotesis probabilitas prior, nilai misklasifikasian nilai fungsi kepadatan. Kita
gunakan prosedur ECM minimum.

Populasi
L 5 4
7| c(1|)=0 c(1]2) = 500 c(1]3 = 10¢
Klasifikasi : 72, | ¢c(2|2) =10 c(212=0 c(213 =50
5 | ¢(3]1) =50 c(312) = 20c c(313=0
Probabilitas prior: | p =0,05 p, =0,60 p;=0,35
Kepadatandio: | f(x)=0,01 | f,(x)=085 | f,(x)=2

Nilai dari i p £ (%) c(kl i) [ lihat (11-3§ ] adalah

iZzk

k=1:p,f,(%) o119+ n &( %) €113
=(0,69( 0,8% 59o-( 0.36)e 1ps 325

k

2:p £ (%) 21D+ p & %) €213

=(0,05( 0,04 10-( 0,36 )¢ b6 35,055
k=3:pfi(%) 319+ p £(x) €313

=(0,05( 0.0 5p-( 0.0 0.5 209

102,1




3

Karena > p f(x)c(kli) yang terkecil untuk k=2, kita akan
i1
izk

alokasikanx, ke 7z, .

Jika semua nilai misklasifikasinya sama, kita akaemasukkanx,
berdasarkan (11-40), sehingga diperoleh

p.f, (%) =(0,08(0,0}= 0,000
p, f,(%) =(0,60 (0,89 = 0,51(
p.1,(%)=(0.39(2 = 0,700

Karena
(%) =0,7002 n f( %), i= L.

Kita harus mengalokasikanx, ke 7z,. Ekivalen dengan, perhitungan
probabilitasnya, [lihat (11-42)]

_milx) _ (0.09(0.0} _
TS g o800 (oe 0gs( 03612 "
() (0.69(0,83 _
TS 009(003 (o 0.8 036)2
p(7 Ix,) =P (%) (0.39(3 <0573

S pifx)  (009(003( 0.6 0.85( 036)

Kita lihat bahwax, dialokasikan kerz,, populasi dengan probabilitas posterior
terbesar.

Klasifikasi dengan Populasi Normal

Kasus khusus terjadi ketika

fi(x):%exp —5(x—/,4)'z;1(x—/,4) ,i=1,2,...9g (114
(27)z =, 2 |



Adalah kepadatan multivariat normal dengan vekteamy; dan matriks;. Jika
didapat c(i|i)=0,c(k |i)= 1k # i (atau, ekivalen, nilai misklasifikasinya sama
semua), (11-41) menjadi:

Alokasi x ke 7z, jika

In p, f(X) =In p(—(gjln(ZH)—%ln|Zk|——;( X= 1) = (%= 1)

= rinaxlrplfi(x) (B &

Konstanta(zpjln(ZH) dapat diabaikan pada (11-44) karena sama untuk asemu

populasi. Selanjutnya kita definisikan nilai diskimnan kuadrat untuk ke-l
populasi berupa

diQ(x):—%In|zi|——;(x—,q)'2’l(x—/,{)+ln p i=12,..,9 (114

Nilai kuadrat, d® (), terdiri dari kontribusi dari variansi umuf®, |, probabilitas prior

p, dan kuadrat jarak dari x ke populasi megn Catatan, meskipun fungsi jarak

berbeda, dengan orientasi dan ukuran konstanta gdliipsoid berbeda, sebaiknya
lakukan pada masing-masing populasi.

Gunakan nilai diskriminasi aturan klasifikasi ddri-44) seperti di bawah

Probabilitas Total Minimum dari Aturan Misklasifika si untuk Populasi Normal-|Zi|berbeda
Alokasi x ke 7z, jika

Nilai kuadratd?® (x) = maks dad®(x) (X ,..¢*( ¥
dimanad?(x) diberikan pada (11-48% 1,2g.., .

Pada latihan,z dan Z tidak diketahui, tetapi latihan penentuan dari

pengklasifikasian observasi yang benar sering erguntuk mengestimsi.
Kuantitas sampel yang relevan untuk populgsadalah

X = vektor mean sampel
S = matrik kovarian samp
n = ukuran sampel




Estimasi nilai diskriminan kuadraAtiQ(x) adalah

@' ()=-2i|sl-5( %) §( x4+ p @147

Dan aturan klasifikasi yang sesuai dengan sampelsanya.

Aturan Estimasi TPM Minimum untuk Beberapa Populasi Normal- Z, berbeda
Alokasi x ke 7z, jika

Nilai kuadrataiQ(x)= maks damA'JIf( X) Ad(zg( b ,..Ad?( ¥ 11-48)
dimanaaiQ(x) diberikan pada (11-47f5  1,2g.., .

Penyederhanaan bisa dilakukan jika matriks komapepulasiZ, sama.

Ketika 2, =2 , untuk i =1,2,...g, nilai diskriminan pada (11-45) menjadi

d?(x) = —%In|zi|——; XZhx+ st X——;M'Z_l/»{ +in p

Dua bentuk pertama nilainya sama untuk’(x),d?(X),....d*( ¥, dan
mengakibatkan, dapat kita abaikan. Bentuk yangniainterdiri dari konstanta

c=Inp —%,L{Z‘l,q dan kombinasi linier dari komponen x.
Definisi nilai diskriminan linier
d?(x) = ,ui'Z‘lx—%/,{Z‘l/,{ +In p (11-4¢

. ~Q o . : o
Estimasi di (x), dari nilai diskriminan linier d®(x)sesuai dengan estimasi

gabunganz ,

o _(n-1S+(n-1 s+.+(p-1 s

pooled n1+ n2+...+ ng -9 (11'5‘

Dan diberikan oleh




Hi (X) Z;(j %ioled X_%_X ooled_iX+ In ip ( 11'$

Aturan Estimasi TPM Minimum untuk Populasi Normal d engan Kovarian sama

Alokasi nilai x ke 7z, jika

Nilai diskriminan linierd; (x)= maks darth (X & (% ..d(3  (11-52
dimanaaiQ(x) diberikan pada (11-51f  1,2g.., .

Keterangan. Persamaan (11-49) adalah fungsi likéer x yang sesuai. Sama
seperti untuk kasus kovarian sama yang didapaft&45) dengan mengabaikan

bentuk konstanta,—%ln|z|. Hasilnya, estimasi sampel yang dimasukkan untuk

kuantitas populsi yang tidak diketahui, selanjutdgpat diinterpretasikan dalam
bentuk kuadrat jarak

D? (%) =(x=%) Siea( * ¥ (11-5
Dari x ke vektor mean sampiil. Aturan menempatkannya adalah:
Masukkan x ke populast yang-% D?(x)+In p terbesar (58

Kita lihat bahwa aturan ini atau ekivalennya, (2)-Bhasukkan x ke populasi
terdekat. (ukuran jarak dinyatakan olehp .)

Jika probabilitas priornya tidak diketahui, pragegang berguna adalah
menentukan p, =p,=..=p, :é. Observasi selanjutnya dimasukkan ke
populasi yang terdekat.

Contoh 11.10

Mari kita hitung nilai diskriminan linier yang besa dari data dengaig =3.
Populasi diasumsikan sebagai normar bivariat dengarnk kovarian biasa.

Sampel acak dari populagt,z,, dans, disebutkan di bawah, beserta
mean sampel dan matriks kovariannya.



-2 0 -1 : - -1 1 -
nilez{ }sehlngganl: 3, jx% ,daﬁz[_l Aj

5 3 1 3
X, = 0 21 sehin = 3, X t dag = t-
S 9@, = 3 X =, dm= oy,
1 0 -1 . - 0 11
X, = 2 0 -4 sehinggan, = 3, x _5 , da§, = 1 4

Diberikan p, =p,=0,25, danp,= 0,5, mari kita klasifikasi observasi
Xy =[ %1 %2] =[~2,~1 berdasarka (11-52). Dari (11-50)

ol e e

Spooled_ 9-3
, L
2| 1+1+1 -1-+ 1 3
6l-1-1+1 4+ a4 |1
3
sehingga
1
o 9% 3| 1[36 3
pooled 35 l 1 3 3 9
3
selanjutnya,

— 136 3] 1
X1 Speoea =[ 1 3]3—5{3 9}:?5[—27 24
dan

e = 1 1| 204
X2 pioled % =3_5[48 3q|:4:| = E



@1(4):—138&( j (%‘j 3—;(%3 - 1,943

d) (%) =-1, 386+( j (%) —i%j =- 1,815

d, (%) =-0, 69%(32)( A+ (%;j( }- —;(%3_—3,50

Perhatikan bentuk linier da@l(xo) = konstanta + (konstantg) +(konstan{g.
Dengan cara yang sama

_ 1[36 3
stpooled [1 43—5{ } [ 48 39

= -t — 1 1| 204
X2 pioled % =3_5[48 3q|:4:| = E

dan

d, (%) =In(0,29+ (ggj% @’“iﬁ

Terakhir,

36 3] 1
%Sk =[0 -2= {3 9}—%—6 -1§

=l = 1 0 36
X3 péoled % :3_5[_6 _lQ|:_2:| ZE\_—)

dan

d, () =n(0.50 | 32 | 2 s 5
Substitusikan nilaix,, = —2 danx,, = — 1 didape
d, (%)=-1, 386+( 3257J( )+ ( j —;(%j - 1,94¢

@z(xo)—-lsse{ggj( 2+ ( j __;(?05"}

@3(&):—0,69&(£j(—3+( 313( ;—_2(%5}— 0,35

- 8,15¢



Karena@3(><0) =-0,35C nilai diskriminan yang terbesar, maka kita alokasik

ke 71,.

Contoh 11.11

Pengakuan pekerja dari sekolah bisnis yang mempumgek kelulusannya
berupa nilai grade point average (GPA) dan gradoateregement aptitude test
(GMAT) yang dapat membantu memutuskan pelamar ngang diakui program
lulusan  sekolahnya. Gambar 11.9 menunjukkan  pasangailai

x = GPA,x,= GMATuntuk grup dari pelamar yang tersedia dikategorikan

seperti 7z: admit; 77, : not admit; daw, borderli. Data gambar tersebut

disajikan pada tabel 11.6 (lihat latihan 11.29%kilhdari data tersebut (lihat SAS
statistical software output pada panel 11.1 pattnten 534-535)

n = 31 n,= 28 n,= 26
- | 3.40 - 2.48 - 2.99
X1= X X
561.23 447.0 446.2
<= 2.97 _| 0.0361 - 2.018
488.45 ookt ™| _ 50188 3655.9011
Misalkan ada pelamar baru dengan nilai GPA da# 3,21 dan GAMAT

dari X, =497. Mari kita klasifikasikan pelamar ini menggunala&aran pada (11-
54) dengan probabilitas prior sama.

Denganx, =[3.21,497 jarak sampelnya

D? (%) = (% = %) Sineal 3~ %)
28.6096 0.015§ 3.21 - 3.41

[ 3.2 3.40,497 561]3
0.0158 0.000§ 497 - 561.

2.58

D3 (%) = (%= %) G %~ %) =17.10
D3 (%) = ( X ‘_X3) $§o|ed( >5—_>§) =2.47

Karena jarak darix, :[3.21, 49'] ke mean grupT@ yang terkecil, kita masukkan

pelamar ini kerz, : borderline



2.6 Metode Fisher Untuk Pendiskriminasian DiantaraBeberapa Populasi

Tujuan utama dari analisis diskriminan Fisher alaintuk memisahkan
populasi. Dalam hal ini tidak perlu diasumsukan viahg buah populasi
berdistribusi normal multivariat. Akan tetapi kitmengasumsikan matriks
kovarian populasp X p adalah sama, yaif, =}, = =}, = X.

Misal ji = vektor rata-rata dari kombinasi poopulasi

B, = jumlah daricross-productsliantara grup

maka B, = X7, (u; — i) (u; — ) dengan i = éZ}gﬂ Wi (11-58)

Perhatikan kombinasi linea¥:= ¢'X
yang mempunyai nilai ekspektasi :

E(Y)=E{'X) =E(X|m;) = tu; untuk populasit;.
dan variansi :
Var(Y) = €Cov(X)¢ = ¢=¢ untuk semua populasi.

Akibatnya, nilai ekspektagi;y = ¢'u; berubah sebagai populasi darimana X yang
dipilih berubah.

Definisikan rata-rata keseluruhan, adalah :

g g
_ 1 1 , :
Ry =§Zuzy =§qui =
i=1 =1

dan membentuk rasio :

g
wi | =40
=1

Q|+

L

populasi terhadap rata — rata) p . p .,
keseluruhan dari Y izt (iy — fiy) _ Y (' — ')

variansi Y o %l

< jumlah kuadrat jarak dari

UL =D =)
B (%0

atau

Zig=1(lliy - ﬁy)z _ {'Bol
a}? ¥

(11 -159)



Rasio (11-59) mengukur variabilitas antar grup dalai Y relative terhadap

variabilitas didalam grup. Kita dapat memifiltuntuk memaksimalkan rasio.
Biasanya) dany; tidak tersedia, tapi kita mempunyaining setyang

membuat observasi yang telah diklasidikasikan derggmar. Misatraining set

memuat sampel acak berukurardari populasit;, i = 1, 2, ...,g. Misal darip x

ni himpunan data, dari populagj, dengan Xdan kolom ke-j nya dinotasikan

sebagai x Setelah mengkonstruksi vector rata-rata sampel :
ni
1 z
l ni . 5]
=1
dan matriks kovarian;Si = 1, 2, ..., g, kita mendefinisikan vektor rata-rata

keseluruhan sebagai :
g = g Y o
Do M X =1 Zj=1xl}
g - g
i=1 i=1

yang merupakan vektor rata-rgga i yang diambil dari semua sampel observasi

X =

n; n;

didalam training set.
Bersesuaian dengan matriks B11-58), kita mendefinisikan matriks

sample between groups
g
Bo=) (®-D@E-0' (11-60)
i=1

Demikian juga, penaksiral berdasarkan pada matriks samel didalam

grup.
g n

W= i(ni - 1)S; = ZZ(xU —x;)(x;; — %) (11.61)

i=1 j=1

Akibatnya,W /(ny + n, + -+ 1y — g) = Spoorea @dalah estimasi daki

Diskriminan Linear Sampel Fisher
Misalkan 1, 1,, ..., A, > 0 menunjukkans < min(g — 1.,p) buah nilai eiger
tak nol dari W='B, dan é,,é,,..,é, adalah nilai vektor eigen yang

berkorespondensi (sehing@é?,,ooledé = 1). Maka vektor koefisier/ yang




memaksimalkan rasio

¢
t

o~

VLG - D& -0
4 [2 2ty (o — %) (x5 — fi)']?

Diberikan oleh 7, = é;. Kombinasi linear?;x = é;x disebut diskriminar

ol
o =3

pertama sampel. Sehing@’éx = é,x adalah diskriminan kk-dari sampe

(diskriminan sampel yang Kg; k<s.

2.6.1 Penggunaan Diskriminan Fisher untuk Klasifikai

Diskriminan Fisher dipakai untuk mendapatkan regméessi data dalam
dimensi yang lebih rendah, yang memisahkan popuatianyak mungkin.
Diskriminan juga merupakan dasar dari aturan kkaesf.

Misalkan diberikary,, = ¢, X = diskriminanke —k, k<s (11-64)
kita simpulkan bahwa

MlYl flul
mempunyal vector rata- ra‘ay
Sﬂl

Uiys

dibawah populasvrl- dan matriks kovariahuntuk semua populasi.

Jika jumlah kuadrat dari Y ¥ke u;y adalah
S
' 2
V=) 0 —py) = Z()’j — Wivj)
j=1

maka atura klasifikasi yang layak adalah menempayk&e populasi m; jika
jarak kuadrat dary ke (1 lebih kecil daripada jarak kuadrat dagrike (1
untuk [ = (1.

Jika hanya buah diskriminan yang digunakan untuk pengalokasiaka
aturannya menjadi :

Alokasikanx ke [ jika

0 0
Z(DD — Opop)? = Z[flm([ - [[)]2
0=1

<> [ec-mf (11— 65)

0
0=1



untuk setiap 0+ 0.

Result 11.6
Misalkan (-, = ¢, [] dimana¢, = 2‘1/2e, dan ¢ adalah sebuah vector

eigen dariZ‘l/ZDOZ‘l/Z. Maka

O

(=0 2= Y[ =) = =0 )= 0)
2, ).

=1
=20 (D) +0os o4 200 0,
Jka [11=2>20,>0=[_1=-=0, ¥ _,.1(05=0--)?bernilai
konstan untuk semua populasi untuk i = 1, 2, g, jadi hanyas diskriminany;
pertama, atay _,(0, — ;)% i=1,2,..., gyang memberikan konstribusi

pada klasifikasi.

Sekarang akan ditunjukkan aturan Kklasifikasi bemdean r < s

diskriminan sampel yang pertama.

Prosedur Klasifikasi Fisher Berdasarkan Diskriminan Sampel

Alikasikan x padal jika
|

0 0
PNGEEED Y (ACED] N (ACED) SN CE
b=1 0=1

=1
untuk [ # [

dimanaZ- didefinisikan dalam (11-62) darx s.




BAB Il
KESIMPULAN DAN SARAN

3.1 Kesimpulan

1. AER mengindikasikan fungsi klasifikasi sampel yaaigpn datang.

Nilai error optimum tergantung pada fungsi demssit@ang tidak
diketahui f,(x) dan f,(x).

2. Metode Fisher mengubah bentuk pengamatan-pengamatiéinariat
X ke pengamatan-pengamatan univariat y bahwa wsherdari
populasi-populast; dann, yang telah dipisahkan.

3. Satu aturan pengelompokan yang didasarkan padaiFingkriminan

Fisher. Kelompokan pke m jika y, -rh=0atau kelompokan ke
m jika y, —m<0.
4. Untuk menglaokasikan nilai x k&, 77,,..., atawz, dapat kita gunakan

aturan ECM minimum dengan nilai misklasifikasi saseauai dengan
persaman (11-40) dan (11-41) atau dengan menggurmakaabilitas
posteriornya.

5. Kita juga dapat menggunakan persamaan (11-45) ukbwarian
berbeda, namun untuk nilai estimasinya kita bisanggenakan
persamaan (11-48), tetapi untuk kovarian sama, kil@pat
menggunakan persamaan (11-52).

6. Untuk menghitung skor diskriminan diantara beberpppulasi, kita
dapat menggunakan Diskriminan Linear Sampel Fistlengan
memaksimalkan rasio pada (11-62).

7. Untuk pengklasifikasiannya, kita dapat menggunakBatode Fisher

yang sesuai dengan persamaan (11-67).



3.2Saran

Untuk kasus populasi yang jumlahnya > 4, selyaikmalam

menyelesaikan pengklasifikasian menggunakan suatogrgm

computer. Dengan begitu, waktu, tenaga, dan m&gemanfaatkan

dengan efektif.
2. Selain menggunakan referensi dari makalah imimhkaca dapat

memanfaatkan referensi lain agar dapat melengkdpinmasi yang

belum tersedia di makalah ini.



