BAB IV
FUNGSI 1 REGULAR

KONSTRUKSI FUNGSI p REGULAR



Proposisi IV.1
Hal. 55

Misalkan u fungsi panharmonik bernilai real pada Q.
Maka secara lokal, 3f (z) =u(z)+iv(z) x Regular

pada Q. Dimana v(x, y) = [ €. (x,t) - zu(x,t) dt+ p(X)

dan p(x) =™ € [e”u, (x,a)dx+c



Akibat IV.1
Hal. 56

Misalkan u panharmonik bernilai real.

f, =u+1v, uregular
' o #T59 =V, -V, =ke ™, Jk e R
f, =u+1v, g regular




Akibat IV.2
Hal. 56

Misalkan f dan g fungsi « regular.

f=u+iv .
. }:> f(z)=9(z)+ike™, 3k e R.
g=u-+iw



Proposisi IV.2
Hal. 56

Misalkan v fungsi panharmonik bernilai real pada Q.
Maka secara lokal, 3f (z) =u(z)+iv(z) « Regular

pada Q. Dimana u(x, y) = — [ €, (x,t) + av(x, ) Tt + B(x)

dan ®(x) =e*” (e“‘xvy (x,a)dx+ c:

<




Akibat IV.3
Hal. 57

Misalkan v panharmonik bernilai real.

f, =u, +1v uregular
ot HTES = U, —U, =ke**,dk e R
f, =u, +1v uregular




Akibat IV.4
Hal. 57

Misalkan f dan g fungsi « regular.

f =u+iv]
YL f(2)= g(2) + ke Tk e R

g=W+Iv



Proposisi IV.3
Hal. 58

Fungsi u regular konstan adalah fungsi nol



Proposisi IV.4,5,6
Hal. 58-59

Misalkan f fungsi « regular pada Q.
f bernilaireal = f € =ke*,3k e R.

f bernilai imaginer = f (z) =ike™,3k e R

f(z) uregular = f(z) = Ae” +iBe ™, 3JA,BeR

<




Pendefinisian Sekawan Panharmonik
Hal. 59

Fungsi v disebut sekawan panharmonik dengan v
jika v dan v memenuhi persamaan Cauchy-Riemann
yang diperumum (C-R-P), yaitu

u,=1v, tuu

U,_ V- v



Akibat IV.5
Hal 59

v sekawan panharmonik dengan v
U

- v sekawan panharmonik dengan -v



Proposisi IV.7
Hal. 59

Misalkan f =u+iv fungsi # Regular.
Fungsiu dan v saling sekawan panharmonik

U

i f(z) fungsi i regular



Akibat IV.6
Hal. 60

Misalkan f(z) = u(z)+iv(z) fungsi « regular.
i f (z) fungsi x regular
U
f(z2)=Al+i)e™” +B(l-i)e”,JA,BeR



Akibat IV.7
Hal. 60

Misalkan f =u-+iv fungsi x regular.
u dan v saling sekawan panharmonik

U
f(z)= A(L+i)e™ +B(l—i)e”,3A,B e R



Akibat IV.8
Hal. 60

Misalkan 7 u regular.
Jika /f(z) u reqular = £ fungsi nol



PENYAJIAN INTEGRAL FUNGSI p REGULAR
Lihat [10]

Misalkan I' sembarang lintasan tertutup sederhana pada Q.
dan f (z) fungsi x regular pada Q. Jika r =|z — al maka

f(a)= jf(z) K, (yr)dz+2— [ (2)K, (ur)dz

amra—

asalkan a didalamT. Jika a diluar I maka ruas kanan nol.



Lema V.1
Hal. 61 (lihat [10])

Misalkan h(z) e C* Q.
Req(h(2)) =0=Im [h(z)dz =0.



Lema IV.2
Hal. 61

Misalkan h(z) e C* Q.
Imq(h(z)) =0= Re [h(z)dz =0.



Proposisi IV.8
Hal. 61

f dan g masing - masing fungsi « regular pada Q2

U
Re j f(z)g(z)dz =0



Akibat IV.9,11
Hal. 62

f uregularpadaQ = *Re [f*(2)dz=0

* [f2(2)dz+ [f*(z2)dz=0



Akibat 1VV.10
Hal. 62

f dan g masing - masing fungsi x regular pada Q2

U
[f@)9(2)dz + [f(2)9(z)dz =0




Akibat V.12
Hal. 62

f(z)=u(z)+iv,(z) fungsi p regular

g(z) =u(z) +iv,(z) fungsi ﬂregular}j Imrj(f —g)(z2)dz =0



Akibat 1VV.13
Hal. 62

f(z)=u,(z)+1iv(z) fungsi w regular

g(z) =u,(z) +iv(z) fungsi x regular } = Re rj(f -g)(2)dz=0



LemalV.3,45
Hal. 63

Misalkan u panharmonik = = f = pu + Lu u regular (Duffin)
xf = uu+Lu uregular

. — N
* f :|(u—yu/,uregular



Proposisi 1V.9
Hal.63

h ik pada Q — -~
S PATETBIE PR = [f (@) Ludz + u(2)Lf (2)d2 =0
f wregular pada Q - -
untuk sembarang lintasan tertutup

sederhana I" dalam Q



Lema IV.0,7
Hal.65

Misalkan h(z) € C*(Q).
Re { €(2) =0=Im [n(z)dz =0

I

m{€(z) = 0= Re [h(z)dz=0

I




Proposisi IV.11
Hal. 66

f dan g masing - masing fungsi . regular
U
Re j f(z)g(z)dz =0
I




Akibat V.14
Hal.66

f ureqular = Re ﬁz(z)dE:O
I




Akibat 1VV.15-18
Hal.66

Misalkan f u regular .
#ImLf =0= [fdz+ [fdz=0
I I

*ImLf =0= [fdz+ [fdz=0

I I
s f=u+iv> [fdz + TdE:Z;z”vdA
r r 9
*ReLf =0 °fd2—ﬁdz:0
I

r




Akibat V.19
Hal. 67

f ureqular = [f2(z)dz+ [T (2)dz=0
I I




Akibat 1VV.20,21
Hal. 67

f =u-+iv, wregular

}:>*Im € —g (z)dz=0

=1m [(f-g)(2)dz =0

g=u+iv, uregular




Akibat 1V.22,23
Hal. 67

f =u, +iv zregular

| -=+*Re € —g (2)dz=0
g=u,+Iv uregular :

«Im [(f —g)(2)dz=0



Proposisi 1V.12
Hal. 70

Misalkan f x regular pada cakram |z-z,| <R, maka

- | f(2)
f(z,) = ?d
(Z ) /Uﬂ-LPl(IUR) 8D(£[,R) (_ZO/ ‘
dan
Ef(zo) | _[ f(2)7 dz

0z - 2un¥, (uR) o0(,R) € =20 -




Proposisi IV.13, 14
Hal. 71

Misalkan f u« regular pada 2, maka
* [9(2)dz =i [[ug(z)dxdy

*g(zo)_zl Ig(z) dz—’uﬁg(z) dxdy, z, €
7Z16QZ—Z Tol—1L,




PRINSIP REFLEKSI
FUNGSI 1 REGULAR

NOTASI
D adalah domain pada bidang yang simetri terhadap sumbu real.

D'=D ¥nz>0 ;
D =RzeD" |
| =DNR



Proposisi IV.15
Hal. 72

Misalkan u fungsikontinu pada suatu domain Q.
Jika untuk masing-masing x € Q terdapat bilangan
& > 0 demikain sehinggauntuk 0 < r < ¢ berlaku
1 27 )
u(x) = u(x+re')deo
(9= ¢ )

maka u panharmonik pada Q.




Proposisi IV.16
Hal. 73

Misalkan u(z) fungsipanharmonik bernilai real pada D"
sehinggau(z) > 0untukze D" danz — I.
Maka u(z) panharmonik pada D, dan perluasannya memenuhi

u(z) =-u(z), zeD.




Proposisi IV.1/
(Ketunggalan) Hal. 74

Misalkan f dan g dua buah fungsi « regular pada Q2.
Maka f = g jika dan hanya jika himpunan infinit
Ae Q:f(z)=g(2) punyatitik limit di Q.



Proposisi IV. 18
Hal. 74

Misalkan 7 fungsi p regular pada D* dan bernilai real
pada sumbu real, maka 7dapat diperluas atas daerah D.

Pendefinisian fungsi yang digunakan




Proposisi IV.19
Hal. 74

Misalkan f fungsi x regular pada D.
f(z)=f(z2),Vze D < f bernilaireal pada .




Proposisi I1V.20
Hal. 75

Misalkan 7 fungsi u regular pada D* dan bernilai
imaginer pada sumbu real, maka 7 dapat diperluas atas
daerah D.

Pendefinisian fungsi yang digunakan

F(2) = { ff(z) ZEDi
(z) ,zeD




Proposisi IV.21
Hal. 75

Misalkan f fungsi « regular pada D.
f(z) =—-f(2), vz e D & f bernilaiimaginer padall.




Prinsip Maksimum Modulus Fungsi u Regular
Proposisi IV. 22, Hal. 76

Jika f fungsi « regular pada Q, maka | f| mencapai
nilai maksimum di Q padabatasnya.




S ={f(z2)= ianz” . f analitik univalen pada D(0,1)
f(0)=0,f'(0)=1}

Konjektur Bieberbach 1916
a, <n
Bukti Louis de Branges 1984




J.L. Schiff & Walker
1990

F: S —» S,
f —» F,VfeS

F (2)= 3,2, (ur)+ S a, Z(n" D Y ().

F. fungsi x regular pada D(0,1).
Selanjutnya kita pandang,

f(z)=3a,2"Y,(ur)+Ya,z"¥,(ur).
n=0 n=1

dengana__, £ a,n=0123,..
2(n +1)



Kelas fungsi Analitik Bieberbach-Eilenberg
B={f(z)= ianzn . f(2) f (&) #1untuk tiap pasang titik z dan & di D(0,1)}

Roginski (1939): Konjektur ja_| <1,Vn
Buktioleh Lebedev dan Milin (1951).
Aharonov dan Nehari (1970) menunjukkan

>

n=1

“ <1,

an




Fungsi u Regular
Dibangun dari Kelas Fungsi Bieberbach-Eilenberg

<1+ n=123...
2N

1,u7z2
OO 2

%3 a < | £
2. 6[2j

K

a'n o a—n




Komposisi Dua Fungsi
Hal. 79

Misalkan f dan g diC*(Q), dan f - g terdefinisi pada Q.
Maka berlaku,

0 ~ of| &g of| og
Y € o — Z) +— Z
oz @04 0z, 01 @) s 02 @)
0 ~ o &g of| o9
— ¢ o =— —=(2)+—= =(z
0z o)y az( ) 0z, 07 @)




Akibat IV.30
Hal. 79

Misalkan f analitik dan g « regular dan f o g terdefinisi pada Q.

Maka berlaku,
0 ~ of| dg
— o — —\(Z
0z G0, 07|, 01 @)
0 ~ of| dg
E— ©) = — E— Z
0z G0 0z), az( )




Proposisi IV.23
Hal. 80

Misalkan f fungsi « regular disetiap titik pada suatu daerah yang memiliki
batas sejumlah hingga kontur - kontur tutup sederhana . Misalkan pula
@ (w) fungsi analitik diw = f (z), maka

Re [@(f)f, —uIm@(f)f dz=0.



Proposisi IV.24
Hal. 80

Misalkan f fungsi x regular di dalam dan pada kontur tutup
tutup sederhana 7" dan f (z) # 0 untuk setiap titik pada .
Maka jumlah total bilangannol dari f (z) didalam 7" adalah

N=Rel L Leps s
2miil f 2 f 2f



TERIMAKASIH



