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PENDAHULUAN

1. Latar Belakang Masalah

Pandang persamaan diferensial
Au= Au Q)
dimana 2 parameter. Persamaan di atas dapat dipandang sebagai masalah nilai eigen
untuk operator Laplace, dan persamaan tersebut merupakan persamaan yang
homogen, sehingga secara umum, persamaan (1) selalu memiliki solusi yang trivial.
Akan tetapi, untuk nilai A tertentu mungkin persamaan tersebut memiliki solusi tak
trivial. Sebuah nilai eigen dari (1) adalah nilai 4 demikian sehingga terdapat solusi

tak trivial u, di C*, dan solusi u, biasa disebut fungsi eigen.

Masalah menarik yang terkait dengan masalah nilai eigen adalah masalah
yang muncul sebagai persamaan Yukawa,

AU = °u 2)
dimana p konstanta positif. Persamaan ini pertama kali dikemukakan oleh Hideki
Yukawa, ahli fisika Jepang, untuk menggambarkan potensial nuklir dari sebuah titik
sumber seperti e " /r. Hasil distribusi sumber ini kemudian memenuhi persamaan
Yukawa dalam ruang berdimensi tiga. Teori potensial Yukawa ini selanjutnya
dikembangkan oleh Duffin tahun 1971. Berdasarkan pemantauan terhadap journal
yang melibatkan persamaan Yukawa, tulisan terakhir dikembangkan oleh J.L.
Schiff dan W.J. Walker tahun 1990.

Misal u sebuah fungsi di C> memenuhi persamaan Yukawa
A’u S
% +o"_y2

Au = ufu (3)

dimana p konstanta positif. Fungsi u disebut panharmonik di sebuah titik (x,y)



jika u memiliki turunan parsial kedua yang kontinu dan memenuhi persamaan

(3) dalam suatu lingkungan titik (x,y) tersebut. Fungsi u dikatakan panharmonik
dalam sebuah daerah tertutup jika u kontinu pada batas dan panharmonik di
interiornya.

Seperti halnya fungsi harmonik, fungsi panharmonik berbentuk kompleks ada
yang memiliki sifat memenuhi perluasan persamaan Cauchy-Riemann untuk
persamaan Yukawa. Sifat khusus yang dimiliki fungsi panharmonik ini memberikan
gagasan kepada kita untuk mengembangkan lebih jauh tentang teori fungsi
panharmonik, seperti yang telah dilakukan dalam pengembangan teori fungsi
harmonik. Dengan demikian, langkah-langkah pengembangan teori fungsi harmonik
dapat diikuti untuk pengembangan teori fungsi panharmonik di ruang kompleks,
sehingga pada akhirnya akan diperoleh teori potensial Yukawa.

Fungsi panharmonik bentuk kompleks yang memenuhi perluasan persamaan
Cauchy-Riemann selanjutnya disebut fungsi p-regular. Fungsi p-regular termasuk
kedalam kelas fungsi pseudo analitik (analitik semu). Akhirnya, pengembangan
fungsi p-regular ini dapat pula dikaitkan dengan teori fungsi pseudo analitik umum
yang dikembangkan Bers, Vekua, dan lainnya dalam [1]. Bila dikaitkan dengan teori
fungsi pseudo analitik umum, fungsi p-regular termasuk fugsi pseudo analitik yang

paling sederhana dan memiliki sifat yang khusus.

2. Perumusan Masalah

Seperti telah dijelaskan di atas, bahwa kajian terhadap fungsi panharmonik
baik dalam bentuk real maupun bentuk kompleks bisa mencontoh/mengikuti cara
pengkajian terhadap fungsi harmonik, artinya sifat-sifat yang berlaku pada fungsi
harmonik mungkin dapat pula diidentifikasi keberlakuannya untuk fungsi
panharmonik atau fungsi u-regular.

Berdasarkan wuraian tersebut di atas, dalam proposal ini, diajukan

permasalahan, yang dirumuskan sebagai berikut :



Sifat-sifat apa saja yang dimiliki oleh fungsi panharmonik bernilai real dan kompleks
atau fungsi p-regular dikaitkan dengan teori potensial yang telah ada.

Rumusan masalah tersebut di atas akan dijabarkan kedalam sub-sub masalah
kecil, berikut:
e Bagaimana bentuk representasi integral fungsi panharmonik
o Sifat-sifat dasar apa yang dimiliki fungsi panharmonik bernilai real dan kompleks

e Sifat apa saja yang dimiliki oleh fungsi u-regular.
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1. Teori Pendukung Dan Hasil Penelitian terdahulu

Pandang kembali persamaan Yukawa

AU = °u 2)
dimana p konstanta positif. Solusi persamaan (2) di ruang fungsi real disebut fungsi
panharmonik dan dalam bentuk kompleks yang memenuhi perluasan Cauchy
riemann disebut fungsi p-regular. Solusi persamaan (2) di R® dikemukakan oleh R.J,

Duffin, 1971 dalam [3] yang dinyatakan dalam teorema berikut.

Teorema 1

Jika u(r,d) panharmonik dalam cakram x? + y* <a? maka untuk 0=<r < a,
u(r,0) = ;cnl‘n‘ (pr)e™ (4)
dimana

2z
c, 1 J’u(a,e)e"”gde
27T|\n\ (/Ja.) 0

dan I, menyatakan fungsi Bessel jenis pertama yang dimodifikasi, yaitu

IO ¢

l n
,00= (5] L(n+) " 12(n+1)(n+2) 123+ (n+2(n+3)

Untuk masing-masing n, 1 (e r)e™ juga merupakan solusi.

Hasil kerja J.L. Schiff & N.J.Walker, 1990 dalam [2], mengenai hampiran untuk
koefisien dari deret pada persamaan (4), dan koefisien pada deret ekspansi Fourier

sinus sebagai hasil penggunaan prinsip refleksi, dinyatakan dalam teorema berikut.



Teorema 2

Misal u fungsi panharmonik positif dalam bidang dengan ekspansi Fourier

ur,0)=3c,1, (u)e™ @
dimana

1
Ch==—"""<

Maka untuk semua n =0, | c,| < c.

2r
fua, )¢ ™de
0

Teorema 3
Misal u panharmonik dan positif pada setengah bidang atas dan nol pada sumbu real

dengan ekspansi
u(r,0) = > b, 1, (ur)sinné
n=1

Maka untuk semua n >1, | b,| < nb;.

Selanjutnya, hubungan antara fungsi pseudo analitik yang memiliki bagian
real dan bagian imaginer berbentuk fungsi panharmonik dengan fungsi panharmonik
bentuk kompleks (fungsi p-regular) dijembatani oleh perluasan persamaan Cauchy-
Riemann.

Hasil Duffin (1971) dalam “Teori Potensial Yukawa” :

Misal f(z) = u(x,y) + iv(x,y) fungsi bernilai kompleks dengan u,v di C?, dan misalkan

u dan v memenuhi persamaan

L
ox oy
oy Tx M

Persamaan ini merupakan perluasan persamaan Cauchy Riemann untuk persamaan
(3), dan fungsi f yang memenuhi syarat di atas disebut fungsi p-regular. Jika

f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fungsi pu-regular maka u dan v keduanya



panharmonik. Schiff dan Walker menguji ke p-regularan suatu fungsi f di C?, dengan

- J .0 . . .
menggunakan syarat Lf = 4 f dimana L= 5+ Ia”_y' Demikian pula jika kita

punya fungsi u panharmonik, maka dapat ditunjukkan bahwa fungsi f = zu+ Lu

adalah fungsi p-regular.

2. Tujuan Penelitian Dan Manfaat Penelitian

Tujuan utama dari pengajuan permasalahan yang telah dikemukakan di atas
adalah menjajagi lebih jauh sifat-sifat fungsi panharmonik atau fungsi p-regular dan
keterkaitannya dengan fungsi harmonik, dengan harapan dapat memberikan sumbang
pikiran terhadap perkembangan teori fungsi panharmonik atau fungsi p-regular
sehingga dapat melengkapi teori yang telah ada. Permasalahan yang akan dikaji tidak
terbatas hanya pada masalah yang telah dikemukakan di atas, tetapi tidak menutup
kemungkinan mencakup masalah yang lebih luas.

Hasil penelitian ini dapat memberikan informasi yang lebih luas mengenai
sifat-sifat fungsi panharmonik sebagai solusi persamaan yukawa. Informasi ini akan
bermanfaat bagi mereka yang berkecimpung dalam terapan, terutama bagi mereka
yang bergelut dengan teori petensial, khususnya potensial yukawa, dalam
pengembangan Ipteks.

3. Metoda Penelitian

Pengkajian mengenai sifat-sifat apa saja yang berlaku pada fungsi
panharmonik/ fungsi p-regular, akan dicoba melalui proses generalisasi dari sifat
fungsi harmonik ke fungsi panharmonik. Selanjutnya, akan dikaji perubahan apa
yang terjadi dari bentuk fungsi harmonik ke bentuk fungsi panharmonik. Dengan

demikian, metoda penelitian yang dipakai adalah studi literatur.
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KESIMPULAN DAN SARAN

1. Kesimpulan

Terdapat beberapa sifat hasil kajian terhadap fungsi panharmonik dan

fungsi w regular, diantaranya :

Representasi Integral Fungsi Panharmonik

Representasi integral fungsi panharmonik yang telah dikembangkan Duffin,
dapat dinyatakan kembali dalam bentuk representasi integral lipat. Selanjutnya
karena sebarang turunan partial fungsi panharmonik juga panharmonik, maka
turunan partial dan mutlak gradien dari fungsi panharmonik di pusat cakram dapat
diaproksimasi melalui perhitungan representasi integral tadi. Selain itu dapat pula
diturunkan nilai representasi integral fungsi panharmonik pada suatu anulus melalui

penggunaan deret Fourier dan penyelesaian persamaan Bessel.

Prinsip Maksimum dan Minimum
Prinsip Maksimum dan Minimum untuk fungsi panharmonik hanya berlaku

terhadap fungsi panharmonik positif atau negatif saja. Sebagai akibat dari prinsip
tersebut dan mengingat tidak ada fungsi panharmonik yang konstan selain fungsi nol,
maka fungsi panharmonik yang mencapai maksimum atau minimum tidak pada

daerah batas, haruslah fungsi nol.

Aproksimasi
Melalui fungsi pembangkit, fungsi Bessel dapat direpresentasikan dalam

bentuk fungsi eksponen. Hal ini berakibat, nilai fungsi panharmonik di batas cakram
dapat diaproksimasi oleh nilai dari fungsi Bessel pada batas cakram. Hasil tersebut
hanya dapat digunakan untuk fungsi panharmonik tak negatif dan fungsi

panharmonik tak positif.



Prinsip Korespondensi
Melalui prinsip korespondensi satu-satu antara subkelas fungsi harmonik di

R® dengan subkelas fungsi panharmonik di R?, dapat diperoleh bahwa :

- Jika u,, barisan fungsi panharmonik yang konvergen seragam ke suatu fungsi u pada
suatu himpunan kompak, maka dapat ditunjukkan bahwa u juga panharmonik.

- Barisan fungsi panharmonik yang terbatas seragam pada suatu domain terbatas,
memiliki sub barisan yang konvergen seragam ke suatu fungsi yang panharmonik.

- Jika barisan fungsi panharmonik konvergen dalam rata-rata pada suatu himpunan

kompak, maka barisan fungsi panharmonik tersebut juga konvergen seragam.

Grup Simetri Persamaan Yukawa
Melalui prosedur perhitungan untuk mencari group simetri persamaan

Yukawa, dihasilkan bahwa jika u = f(x,y) solusi persamaan Yukawa, maka

u, = f(x-¢ey)

u, =f(x,y-¢)

u, =e*f(e’x,e’y) ju
X—gy Yy+exX

u,=f ,

¢ (1+52 1+52)

u, =a(x,y)e+ f(x,y),dimana e parameterdan o sembarangsolusipers.Yukawa,

ga solusi persamaan Yukawa.

Estimasi Koefisien fungsi x Regular melalui fungsi Univalen
Berdasarkan hasil Goluzin dan Jenkin mengenai aproksimasi selisih nilai

mutlak suku ke-3 dan suku ke-2 dari koefisien barisan fungsi analitik, maka selisih
nilai mutlak yang sama untuk fungsi panharmonik dapat ditentukan.

Berdasarkan hasil Grinspan mengenai aproksimasi selisih nilai mutlak
koefisien suku sebelumnya dan berikutnya dari koefisien barisan fungsi harmonik,
maka selisih nilai mutlak yang sama untuk fungsi panharmonik dapat ditentukan.

2. Saran

Masalah penelitian terhadap fungsi panharmonik masih terbuka, dan bisa
meniru sifat-sifat yang sudah berlaku pada fungsi harmonik. Begitu pula untuk

fungsi x regular dapat mencontoh dari fungsi analitik.
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