FIIE:9
RINGHASAN PERTENUAN KELIMA
STATESTIKA MATENMATIK 1

DS NWLJ
NARHERRHANTD

JURUSAN RENDIDIHANM MATENATIA
MMMMLWHMMMWHNMMHMMENMMMMMWH&H@MMMMMM
UNIVERSINA'S RENDIDIKAN INDINESIA

BANDUNG




DISTRIBUSI DUA PEUBAH ACAK

Dalam hal ini akan dibahas macam-macam fungsi peluang atau fungsi densitas yang
berkaitan dengan dua peubah acak, yaitu distribusi gabungan, distribusi marginal, distribusi
bersyarat, dan kebebasan stokastik. Pada bab sebelumnya, kita sudah membahas penggunaan
sebuah peubah acak berdasarkan eksperimen. Kita bisa juga menggunakan satu peubah acak
lagi berdasarkan eksperimen yang sama, sehingga akan diperoleh nilai pengamatan dari
distribusi gabungan dua peubah acak. Selanjutnya, nilai pengamatan tersebut dapat digunakan
dalam pengambilan kesimpulan.

DISTRIBUSI GABUNGAN

Pembahasan macam-macam distribusi yang berkaitan dengan dua peubah acak selalu
didasarkan pada peubah acak berdimensi dua.
Definisi 5.1 : PEUBAH ACAK BERDIMENSI DUA
Jika S merupakan ruang sampel dari sebuah eksperimen, maka pasangan (X,Y)
dinamakan peubah acak berdimensi dua, jika X dan Y masing-masing
menghubungkan sebuah bilangan real dengan setiap anggota S.
Dalam statistika ada dua macam peubah acak berdimensi dua, yaitu peubah acak berdimensi
dua diskrit dan peubah acak kontinu berdimensi dua.
Definisi 5.2: PEUBAH ACAK DISKRIT BERDIMENSI DUA
(X,Y) disebut peubah acak diskrit berdimensi dua, jika banyak nilai-nilai yang
mungkin dari (X,Y) salah satunya
berhingga atau tak berhingga tapi dapat dihitung.

Definisi 5.2: PEUBAH ACAK KONTINU BERDIMENSI DUA
(X,Y) disebut peubah acak kontinu berdimensi dua, jika banyak nilai-nilai yang
mungkin dari X dan Y masing-masing berbentuk sebuah interval.

Dalam peubah acak diskrit, penghitungan peluang dari peubah acak X dan Y yang masing-
masing berharga tertentu, memerlukan sebuah fungsi yang dinamakan fungsi peluang
gabungan.
Definisi 5.3: FUNGSI PELUANG GABUNGAN
Jika X dan Y adalah dua peubah acak diskrit, maka fungsi yang dinyatakan dengan
p(x,y) = P(X =x,Y =y) untuk setiap pasangan nilai (x,y) dalam sebuah daerah hasil
dari X dan'Y,
dinamakan fungsi peluang gabungan.

Dalil 5.1: SIFAT-SIFAT FUNGSI PELUANG GABUNGAN
Sebuah fungsi berdua peubah acak dapat disebut sebagai distribusi peluang
gabungan atau fungsi peluang gabungan dari peubah acak diskrit X dan Y, jika dan
hanya jika nilai-nilainya, yaitu p(x,y), memenuhi sifat-sifat sbb:
1. p(x,y) > 0 untuk setiap pasangan nilai (x,y) dalam daerah asalnya.

2. 3 > p(x,y)=1



Apabila X mempunyai nilai-nilai X3,X Xs,...,Xm dan Y mempunyai nilai-nilai y1,Y¥2,Y3,...,¥n ;
maka peluang peristiwa X = x;j dan Y = Y| terjadi dinotasikan dengan P(X = X;, Y = yi) =
p(xj!yk)'
Fungsi peluang gabungan dari X dan Y di atas dapat digambarkan dalam Tabel 5.1.
TABELS5.1
TABEL FUNGSI PELUANG GABUNGAN

Y
\ Y1 Y2 VE Yn Jumlah
X
X1 P(Xw,Y1) | P(X1Y2) | P(X1,Y3) P(X1,Yn) | P1(X1)
X2 P(X2,y1) | P(X2,Y2) | P(X2Y3) P(X2,¥n) | Pu(X2)
X3 P(X3,y1) | P(Xa,y1) | P(X3Y3) P(X3,Yn) | P1(Xa)
X | POy | POmY2) | PCtmYs) PO Ye) | PaXe)
Jumlah | pa(ys) | pa(y2) | Pa(ys) P2(Yn) 1

Penghitungan peluang dari dua peubah acak X dan Y yang masing-masing berharga tertentu,

digunakan rumus:
P[(X.Y) e Al=>", > p(x.Y) I

dengan A merupakan himpunan bagian dari daerah asal X dan Y.
Dalam peubah acak kontinu, penghitungan peluang dari dua peubah acak yang masing-
masing berharga tertentu, memerlukan sebuah fungsi yang dinamakan fungsi densitas
gabungan.
Definisi 5.5: FUNGSI DENSITAS GABUNGAN
Sebuah fungsi yang melibatkan dua peubah acak X dan 'Y
dengan nilai-nilainya dinyatakan dalam bidang-xy, dinamakan fungsi densitas
gabungan, jika dan hanya jika:

PI(X,Y) e Al= [ [f(xy)dxdy

dengan A terletak dalam bidang-xy.

Dalil 5.2: SIFAT-SIFAT FUNGSI DENSITAS GABUNGAN
Sebuah fungsi dari dua peubah acak kontinu X dan Y disebut fungsi densitas
gabungan, jika nilai-nilainya, yaitu f(x,y), memenuhi sifat-sifat sebagai berikut:
1. f(x,y) >0, untuk -0 <x <

2. T]‘f (x,y)dxdy=1
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DISTRIBUSI MARGINAL

Apabila kita mempunyai distribusi gabungan dari dua peubah acak X dan Y (bisa
diskrit semua atau kontinu semua), maka kita dapat menentukan distribusi untuk masing-
masing peubah acak. Jadi kita dapat menentukan distribusi dari peubah acak X dan distribusi
dari peubah acak Y. Distribusi yang diperoleh itu dinamakan distribusi marginal.

Kita memperhatikan kembali Tabel 5.1.

i X=x3}={X=x,Y=y}u.u{X=x,Y =Y.}
PIX =x})=PAX=x,Y =y }u.u{X=x,Y =Y.}
=P(X=x1,Y=y) +.. +P(X=X1,Y =yn)
= Y P(X =%,Y =)

i=1
. X =x}={X=x,Y=y}u..u{X=X,,Y =Vy,}

P({X = Xz}) = P({X = X2,Y = yl}u"'u{x = XZ’Y = yn})
=PX=%x2,Y=y))+..+PX=x%X2,Y =y,

= Y P(X =% =)

i, {X =x}={X =%, Y =y }u.o{X=x,Y =y}
PUX =%, =PAX =x,,Y =y }u..u{X =x,Y =y,}
=P(X=x3,Y=y)+..+P(X=xX3,Y=yp)
= Y P(X =Y =)
iv. {X=x}={X=x,,Y =y Ju.o{X=x,.Y=y,}

P({X = Xm}) = P({X = Xm'Y = yl}u U{X = Xm'Y = yn})
=PX=Xn,Y=y) +...+PX=Xn,Y =V
=Y P(X=x,Y=Y,)
i=1
Berdasarkan (i) sampai (iv), peluang dari peubah acak X secara umum ditulis:

PAX=x})= D . PUX =xY =}

yeRy

atau: PX=x)= D P(X=xY=y)

yeRy

atau: pO) = D p(x,y)

yeRy

Kita memperhatikan kembali Tabel 5.1.
L {y= y1}={x =X,Y = yl}u"'u{x =Xy, Y = yl}
PHY = yl}) =P{X = X, Y = yl}u"' U{X = Xy, Y = yl})
=PX=x1,Y=y1)+..+P(X=Xn,Y =V1)
= ZP(X =x,Y =Y,)

i=1



ii. {Y = y2}={X = leY = yz}u---u{x = Xm'Y = Y2}
P({Y = yz}) = P({X = X1!Y = yz}u--- U{X = Xm’Y = yz})
=PX=X1,Y=Y) + ..+ P(X=Xm, Y =V2)

= Y P(X=x.Y =y,)

Y =y, 3={X =x,Y =y, ju..u{X =x,.,Y = y,}
PHY =y,}) =PEX =x,,Y =y, }Ju..u{X =x,,Y =y,})
=P(X=X1,Y=ys) +.. +P(X=Xm, Y =ys)
= iP(X =X,Y =VY,)
iv. Y=y }={X=x,Y=y u..u{X=x,Y=Y,}
P({Y = yn}) = P({X = XliY = yn}u U{X = Xm’Y = yn})
=PX=X1, Y =yn) + o # PX=Xn, Y = yp)

= S P(X =x,.Y =)

Berdasarkan (i) sampai (iv), peluang dari peubah acak X secara umum ditulis:

PAY =y} = 2 PEX =xY =y})

XxeRy

atau: P(Y=y)= D P(X=xY =Yy)

xeRy

atau: py) = > p(xy)

XeRy

Definisi 5.6: FUNGSI PELUANG MARGINAL
Jika X dan Y adalah dua peubah acak diskrit dan p(x,y) adalah nilai dari fungsi
peluang gabungannya di (x,y), maka fungsi yang dirumuskan dengan:

p.(X) =D p(x,y) I

untuk setiap x dalam daerah hasil X dinamakan fungsi peluang marginal dari X.
Adapun fungsi yang dirumuskan dengan:

P (¥) =D p(X,y) I

untuk setiap y dalam daerah hasil Y dinamakan fungsi peluang marginal dari Y.
Karena p1(x) dan p2(y) masing-masing merupakan fungsi peluang, maka:

i Y p(x)=1
. Z pz(y) =1

Apabila kita memperhatikan kembali Tabel 5.1, maka fungsi peluang marginal dari X terletak
pada kolom jumlah, yaitu:
P1(X) = pa(Xy) ; untuk X = x;

SN



= p1(X2) ; untuk X = X,

= p'l(xm) ; untuk X = Xp,
Adapun fungsi peluang marginal dari Y terletak pada baris jumlah, yaitu:
P2(Y) = p2(y) ; untuk y = y;
= pa(y2) ; untuk y =y

= p2(Yn) ; untuk y =y,

Kita sudah menjelaskan bahwa fungsi peluang gabungan dari dua peubah acak diskrit
X dan Y digunakan untuk memperoleh fungsi peluang marginal masing-masing dari X dan Y.
Dengan cara yang sama, fungsi densitas marginal masing-masing dari X dan Y dapat
diperoleh dari fungsi densitas gabungannya, jika X dan Y keduanya merupakan peubah acak
kontinu. Hal ini bisa dilihat dalam uraian berikut ini.
1. P@<X<b)=P@a<X<b,-0<Y <w)

= bj[wjf(x,y)oly]olx

x=a| y=—»

Berdasarkan sifat ketiga dalam Definisi 4.5 bahwa:

Pl@a<X<bh)= tiff(x)dx

Karena itu, j f (x,y) dy harus sama dengan f;(x).

Perumusan ini merupakan fungsi densitas marginal dari X.
2. Pc<Y<d)=P(-o<X<owo,c<Y <d)

= j{ wj f(x,y)dx}dy

Berdasarkan sifat ketiga dalam Definisi 4.5 bahwa:

Pl@a<X<bh)= tiff(x)dx

Karena itu, jf (%, y) dx harus sama dengan f,(y).

Perumusan ini merupakan fungsi densitas marginal dari Y.

Definisi 5.7: FUNGSI DENSITAS MARGINAL
Jika X dan Y adalah dua peubah acak kontinu dan f(x,y) adalah nilai fungsi densitas
gabungan di (x,y), maka fungsi yang dirumuskan dengan:

untuk -oo < x < oo

g() = [f(xy)dy




dinamakan fungsi densitas marginal dari X.
Adapun fungsi yang dirumuskan dengan:

h(y) = _[f(x, y)dx f| untuk -o<y<oo

dinamakan fungsi densitas marginal dari Y.

Karena g(x) dan h(y) masing-masing merupakan fungsi densitas, maka:

I wfg(x) dx=1
ii. aj[h(y) dy=1

DISTRIBUSI BERSYARAT

Dalam Teori Peluang, kita sudah menjelaskan dua buah peristiwa yang bersyarat. Jika
A dan B adalah dua buah peristiwa, maka peluang terjadinya peristiwa B diberikan peristiwa
A dirumuskan dengan:

P(AnB)
P(A)
Jika A adalah peristiwa X = x dan B adalah peristiwa Y =y, maka:

P(X =xnY =Yy)

P(B|A)= P(A) >0

POY =y [X=x)= =52
_ P(X=xY=y)
- P(X=X)
p(ylx)=%;pl(x)>o

Dari perumusan di atas, kita dapat mendefinisikan fungsi peluang bersyarat dari sebuah

peubah acak diberikan peubah acak lainnya.

Definisi 5.8: FUNGSI PELUANG BERSYARAT
Jika p(x,y) adalah fungsi peluang gabungan dari dua peubah acak diskrit X dan Y di
(x,y) dan p(y) adalah nilai fungsi peluang marginal dari Y di y, maka fungsi yang
dinyatakan dengan:

»pa(y) >0

untuk setiap x dalam daerah hasil X, dinamakan fungsi peluang bersyarat dari X
diberikan Y =Y.

Jika pi(x) adalah nilai fungsi peluang marginal dari X di x, maka fungsi yang
dirumuskan dengan:



; pi(x) >0

untuk setiap y dalam daerah hasil Y, dinamakan fungsi peluang bersyarat dari Y
diberikan X =x.

Karena p(x | y) dan p(y| x) masing-masing merupakan fungsi peluang, maka kedua fungsi
peluang itu harus memenuhi sifat sebagai berikut:

l.a. p(x | y)=>0
b. > p(xy)=1

2.a. p(y | x)>0
b. > p(yx) =1

Definisi 5.9: FUNGSI DENSITAS BERSYARAT
Jika f(x,y) adalah nilai fungsi densitas gabungan dari dua peubah acak kontinu X dan
Y di (x,y) dan f,(y) adalah nilai fungsi densitas marginal dari Y di y, maka fungsi yang
dirumuskan dengan:

; Fa(y) > 0

untuk setiap x dalam daerah hasil X, dinamakan fungsi densitas bersyarat dari X
diberikan Y =y.

Jika fi(x) adalah nilai fungsi peluang marginal dari X di x, maka fungsi yang
dirumuskan dengan:

; f(x) >0

untuk setiap y dalam daerah hasil Y, dinamakan fungsi densitas bersyarat dari Y
diberikan X =x.

Karena g(x | y) dan h(y|x) masing-masing merupakan fungsi densitas, maka kedua fungsi
densitas itu harus memenuhi sifat sebagai berikut:
la. gx|y)>0
b. '|'g(x|y) dx =1
2.a. h(y|x)>0

b. [h(y|x) dy =1



KEBEBASAN STOKASTIK

Jika kita mempunyai dua buah peubah acak X dan Y, baik diskrit maupun kontinu,
maka kita dapat mengetahui apakah kedua peubah acak itu bebas stokastik atau tidak bebas
stokastik.

Definisi 5.10: KEBEBASAN STOKASTIK DISKRIT

Misalnya dua peubah acak diskrit X dan Y mempunyai nilai fungsi peluang gabungan

di (xy), yaitu p(x,y) serta masing-masing mempunyai nilai fungsi peluang marginal

dari X di x, yaitu p1(x) dan nilai fungsi peluang marginal dari Y di y, yaitu p2(y).

Kedua peubah acak X dan Y dikatakan bebas stokastik, jika dan hanya jika:

P(X,y) = p1(X).p2(y) l

untuk semua pasangan nilai (x,y).

Dalam prakteknya, soal yang menyangkut kebebasan stokastik dua peubah acak diskrit ini
fungsi peluang gabungan dari kedua peubah acak harus diketahui bentuknya. Kemudian kita
menentukan dahulu fungsi peluang marginal dari masing-masing peubah acak. Selanjutnya
kita mensubstitusikan semua pasangan nilai dari kedua peubah acak itu kedalam persyaratan
kebebasan stokastik, dan kita memperhatikan hasilnya dengan kriteria shb:
a. Apabila ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka kedua peubah acak itu dikatakan
bebas stokastik.
b. Apabila ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan, maka kedua peubah acak itu dikatakan
tidak bebas stokastik atau bergantungan untuk minimal satu pasangan nilai peubah acak.
Definisi 5.11: KEBEBASAN STOKASTIK KONTINU
Misalnya dua peubah acak kontinu X dan Y mempunyai nilai fungsi densitas
gabungan di (x,y), yaitu f(x,y) serta masing- masing mempunyai nilai fungsi densitas
marginal dari X di x, yaitu fi(x) dan nilai fungsi densitas marginal dari Y di y, yaitu

fa(y).-
Kedua peubah acak X dan Y dikatakan bebas stokastik, jika dan hanya jika:

f(x.y) = f1(x).fa(y) l

Dalam prakteknya, soal yang menyangkut kebebasan stokastik dua peubah acak kontinu ini

fungsi densitas gabungan dari kedua peubah acak harus diketahui bentuknya. Kemudian Kita

menentukan dahulu fungsi densitas marginal dari masing-masing peubah acak. Selanjutnya

kita menggunakan persyaratan kebebasan stokastik, dan kita memperhatikan hasilnya dengan

kriteria sbb:

a. Apabila ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka kedua peubah acak itu dikatakan
bebas stokastik.

b. Apabila ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan, maka kedua peubah acak itu dikatakan
tidak bebas stokastik atau bergantungan.







