Bahan Kuliah Struktur Aljabar I:

1. TEOREMA FUNDAMENTAL HOMOMORPHISMA
(TEOREMA ISOMORPHISMA PERTAMA):

Diberikan G dan H grup
Jika f: G — H homorphisma grup dan
K : Kernel f

maka %;Im(f)gH
BUKTI:

Perhatikan diagram berikut:
f

G — H
%
v
G
K
Didefinisikan relasi ¢:%—>Im f cH

dengan ¢(Kg)=1(9)
i) @ suatu pemetaan, sebab:
Jika Kg;= Kg, maka g,g; < K
K = Kgxg:™



f(920:™) = (92) f(9:") =f(g2) f(g)" =€ e H

1) ¢ suatu homomorphisma grup, sebab:
¢((Kgy) (Kg2)) = 9( Kg102)

= 1(9102)

= 1(92) 7(91)

= p(Ka1) ¢ (Kgy)

lil) ¢ surjektif (onto), sebab:
Jika g < Im f sembarang, maka g = f(qg)
untuk suatu g e G sehingga g < Im f mempunyai

kawan Kg e K > p(Kg)=f(g) =g

iv) ¢ injektif (1-1), sebab:

Ambil Kgq,Kg; € % dengan ¢ (Kg1)=¢ (Kdy)

maka diperoleh:

f( 91)1 = fggz)
f(g) f(go) = e
f(gi9. ") = e
Jadi 91 =0

Dari hasil 1) s.d. 1v) terbukti bahwa

G =im(f)cH



Cara lain untuk membuktikan ¢ injektif , sbb:

Ker(p) ={Kge £|¢(Kg)=¢"cH}
={Kge 2[f(g)=¢"cH}
={Kge 2 lgeKer(f)}

= K ( K adalah elemen satuan dim %)

2. TEOREMA ISOMORPHISMA KEDUA:
Jika G grup dan K subgroup dari G

H subgroup normal dari G

K .HK
Maka o 2 ="H

BUKTI:

Didefinisikan relasi : f: K ——» %

dengan f(k) = Hk
( berarti Ker(f) = H dan Im(f) = %)

1) fsuatu pemetaan, sebab
Ambil ki, k, e Kdengan k; =k,
Hkl = Hk2
f(ky) = f(k2)
1) f homomorphisma, sebab



f(k; ko) = H kik, = Hk; Hk, = f(ky) f(ky)
1) f surjektif (onto), sebab

Ambil HX ¢ % maka X = hk untuk suatu

heHdan ke K
jadi Hx = H(hk) = (Hh) (Hk)=Hk = f(k)

V)T injektif (1-1), sebab
Ambil k € Ker(f) maka f(k) = H
Hk =H
Ini berarti bahwa k e H

keH sedangkan k € ker(f) ...(*)
dari (*) disimpulkan bahwa ker(f) = HNK

k e ker(f) c K } berartik € HNK

menurut pembuktian di atas dan diperoleh juga

bahwa ker(f) = HAK dan Im(f) = %

menurut teorema isomorphisma pertama
bahwa :

K K ~HK
Ker(f)_lm(f) atau



TEOREMA ISOMORPHISMA KETIGA:

Jika G grup dan H, K subgroup normal dari G
Hc K

Maka GH.G aau & =~ OH
KIH K K K/H
BUKTI:
Didefinisikan relasi : ¢: 6, 6
H K

dengan ¢ (Ha) =Ka,ae G
1) ¢ suatu pemetaan, sebab
G

Ambil sembarang Ha, Hb ¢ o s.d.s Ha =Hb

Hab™ = H...(*
sehingga diperoleh ab™ € H ¢ K, berarti ab™ € K
sehingga bentuk (*) menjadi Ka = Kb, sehingga
diperoleh bahwa ¢ (Ha) = ¢ (Hb)

ii) @ homomorphisma, sebab
¢ (Ha Hb)=¢ (Hab)=K ab = Ka Kb = ¢ (Ha)¢ (Hb)

1) ¢ surjektif (onto), sebab



Im(4)={KalacG}= ©

K
iv) ¢ injektif (1-1), sebab

G G

Ker(g) = {Hae &| gp(Ha)= Ke &

er(g) =1 aEH|¢( a) EK}

={Hae °|Ka = Ke °}

H K

:{Haeg aeK }

H
K

H

menurut teorema isomorphisma pertama
bahwa :

H -
Kenc = meP)

berarti terbukti bahwa:

G/H_G
KIH K




