H. Maman Suherman,Drs.,M.Si

BAB IV
BEBERAPA MODEL DISTRIBUSI PELUANG
PEUBAH ACAK DISKRIT

4.1 Distribusi Bernoulli .......... Belumada ......cccooeee....

f:S, —> B,denganf (0)=P(X=0)=1- ¢ dant (1) =P (X=1) ¢ atau
f(x)=P(X =x)=60"(1-60)"",x=0,1. Apablia dominan dari f diperluas menjadi
R, maka fungsi f:B=S,uUS, __, B adalah fungsi kepadatan peluang,

dengan persamaan :

*1-0) ;x=01
() = {9 1-6) |
0 ; xlainnya

Catatan : 8 = P (sukses) dinamakan parameter

Definisi :
Peubah acak X berdistribusi Bernoulli dengan parameter ¢ dan dikatakan sebagali

peubah acak Bernoulli, jika fkpnya berbentuk :
0*1-6)"";x=01
f(x)=f(x,0)=P(X =x) = )
) (%.6) ( X) {o xlainnya
Catatan :
Peubah acak Bernoulli X dengan parameter @ ditulis, X : B(1, @) atau
X = B(L,6)
Jika X : B(1, @), maka rerata, varians, dan fkp dari X adalah :
1. u=6
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2. 02 =6(1-0)
3. M, () =1+0( -1 teh

Bukti :

1. pu=E[X]=D xf(x) :ix@*(l-@)k =0+10(1-6)° =0

2. 0® =E[(X - )’ 1=E[(X - 0)’1= > (x-0)*0"(1-0)" =6

= (0- 0)*0°(1-0)*° +(1-0)? 0 (1-9)" =6°(1-0)+(1-0)% 6
= 0(1-9)[0+(1-0)]=0(1-0)

X

3. M, (t)= E[e*]zzl:e 0 (1-0)"" =e’0°(1-6)" +e'60'(1-0)°

x=0

=(1-0)+6'=1+0(e' -1)

4.2. Distribusi Binomial
Distribusi binomial berhubungan dengan percobaan yang mempunyai ciri-

ciri tertentu, yaitu “percobaan Bernoulli”. Percobaan Bernoulli mempunyai ciri-Ciri :

(i) Percobaan dilakukan n kali (n>1) dengan kondisi yang sama

(if) Tiap percobaan hanya mempunyai dua hasil yaitu “sukses” dan “gagal”
(iii) Peluang sukses tiap percobaan sama, yakni P(sukse)= & dan P(gagal) = 1-6
(iv) Percobaan yang satu dengan yang lain saling bebas

Misalkan peubah acak X adalah banyak sukses dalam n kali percobaan, maka
range X adalah Sy = {0,1,2, .....n}. Misalkan kita adalah bagaimana distribusi dari X
? Khususnya bagaimana P[X=x] dengan X=0,1,2....n ?. Misalkan dalam n kali
pengulangan percobaan diperoleh x sukses dan n-x gagal dan salah satu susunan
hasilnya adalah sss....s gg ...g, karena muncul sukses tiap x kali (n-X) Kali
percobaan adalah sama yaitu P(x) = 6 dan percobaan yang satu dengan yang

lainnya saling bebas, maka P(sss ....sgg ..g) = 0*(1-8)", karena banyak susunan x
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sukses dan (n-x) gagal dalam n kali pengulangan percobaan adalah [nJ atau

X
(” j maka
n—Xx

n
P[X =x]= ( }9(1—6’)nX x=0.2,...n
X
jadi tkp dari X = ‘banyak sukses dalam n kali percobaan” adalah

n
—10*@-6)"" ,x=012,...n
o) =P(X =x= (Xj xlainnya

0

Dengan & =P (sukses) dan n = banyak percobaan dinamakan parameter-
parameternya. Dapat ditunjukkan bahwa fungsi f di atas benar-benar sebuah fkp dari

X sebagai berikut :

nn
Jelas f(x) >0vxeR dan Z f(x)= Z[ }9*(1—.9)” =@+@0-0)"=1"-1
X x=0 X
Definisi :
Peubah acak X berdistribusi Binomial dan dikatakan sebagai pubah acak binomial

jika fkp-nya berbentuk :

n
—0*1-0)"" ;x=123,.... n
f(X)=b(x:nf)=1x - xlainnya
o )

Catatan :
Peubah acak X berdistribusi binomial dengan parameter n dan & ditulis dengan X :
B (n. )

A. Teorema

1. u=né
2. 62 =n0(1-0
3. My(t) = [(1-9) + @¢€T"
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B. Bukti

1. u=E[X]= ZXb(xne) 2x[ JO 1-0)"

= ix n! (1 e)n X _ &H.H(Xﬂ) (1_9)n—x

a (n=x)!x! (n—x)(x -1t

(n 1) (x—l) _ n—x
_nez(n X 1)| 1-6)

missaln-1=m,danx-1=y,x=1,2,.....n

n-xm+1- (y+1) = m-y, maka

=" T

- n@i@}@ya—a)m-y
=n @ [0+(1-0)]"=n@

2. o = E[X2]- E[X] dengan

E[xz]::znx ( j@ 1-6)"" = Zx 1)| IeX(l—e)“*l

(1 _ 6) n—x

:zn:x( j&x(l 0)x = Z(x 1)

N9 1-0)"
‘XZ; -0l (x=1)!

)II

LA M- A (n-1)
R LD Ty vy TR Dy ey

= n(n-1)6° +néd

maka o =n(n-1)8% + nd —n’e®> =né(1-6)

3. M, (t)=E[e"] = iex(?(je*(l—e)“
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n(n
- [ J(&I)X(l_a)n—x
X

x=0

=[[6e" +(1-0)]" =[(1-0) + &&']

Contoh 4.1.
Dari sebuah kelas yang terdiri atas 20 mahasiswa dan 30 mahasiswi diambil 5 orang
1-1 secara acak dengan pengambilan. Jika p.a X menyatakan banyaknya mahasiswi
terambil dalam 5 kali pengambilan maka :

a. Tentukan distribusi atau f.k.p dari X, dan hitung pelung terambil 4

mahasiswa dalam 5 kali pengambilan

b. Hitung harapan banyak mahasiswi terambil dalam 5 kali pengambilan

c. Hitung varians dari X

d. Tentukan f.p.m X

Penyelesaian ;

a. Dapat ditunjukkan, bahwa percobaan pengambiln 5 orang ini memenuhi
semua ciri dalam percobaan Bernoulli dengan peluang n = 5 kali dan
peristiwa sukses adalah terambil mahasiswi
Dengan @ = peluang sukses muncul dalam tiap pengambilan

= peluang mahasiswi terambil dalam tiap percobaan
_30_3
50 5
Sehingga X = banyaknya mahasiswi terambil dalam 5 kali pengambilan,

memiliki distribusi X:B[S,gj dengan fungsi pelung b(x;5, g) atau f.k.p

3

5 X 5-X «y _
F(x)=P(X=X)=b (X;ng: ;(0,6) (0,4)** ;x=012345

0 xlainnya

dan f(4) = P(X=4) = b (4;5,0,6) = Peluang terambil 4 mahasiswi dalam 5 kali
pengambilan
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@(0,6)4 (0,4) =5(0,1296).0,4 = 0,2592

b. u = E [X] = Harapan (rerata) banyak mahasiswi terambil dalam 5 Kkali

pengambilan
5. (5
= Zx[xj[O,G]X (0,4)°* =5(0,6) =3
x=0x

c. o’var(x)=E[(x-u)*]=n6-6)=5(0,6)0,4) =12
d. My (t) = E[ex]=[(1-0) + &' = (0,4 —0,6e")°t e R

4.3. Distribusi Trinomial

Distribusi trinomial merupakan perluasan dari distribusi binomial. Pandang
percobaan Bernoulli dengan pengulangan n kali dan tiap percobaan muncul 3
peristiwa (3 hasil), yaitu ‘sukses 1, ‘sukses 2’ dan ‘gagal’ dengan P (sukses 1) = 41,
P (sukses 2) = @,, dan P (gagal) = €3=1-(01+ O,) dalam hal ini 1+ 0,+ O3=1
Misalkan p.a.X = banyaknya unsure sukse I muncul dalam n kali pengulangan

p.a.Y = banyaknya unsur sukses 2 muncul dalam n kali pengulangan

dan  p.an-X-Y = banyaknya unsur gagal muncul dalam n kali pengulangan
Berarti Sx = Sy = {0,1,2... n} dan X + Y <n. Masalah kita adalah bagaimana
distribusi bersama dari X dan Y ? Karena X dan y diskrit, beraarti f.k.p bersama dari
X dan Y adalah f(x,y) =P (X=x,Y =y)=?
Dapat ditunjukan bahwa fungsi peluang bersama dari X dan Y adalah

n!
xXyl(n—x—y)!

y unsur sukses 2. Dalam hal ini n, 6,,6, adalah parameternya.

0,07 (1-0, -0,)™*¥ yang menyatakan peluang x unsur sukses I dan

Definisi

Dua peubah acak X dan Y mempunyai distribusi bersama trinomial, dan dikatakan
sebagai peubah acak trimonial, jika fkpnya berbentuk :

f(X,Y) =P (X=X, Y=y)
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1 0<x+y<x,y=0L2.n
n. elx ezy (1_ 91 _ 92)n7X7y . ) y y 1’
xyl(n—x—y)! ; X, ylainnya

Catatan :
Peubah acak x dan Y memiliki distribusi bersama trinomial dengan parameter n, 6,
dan @, ditulis X,Y ; T(n, 81, 62)

C. Teorema

Jika X)Y ; T(n, 81, 6>), maka
a. fpm bersama dari X dan Y, adalah
Myy (t1,12) = [(1-01 - 02) + 01" + 6,°In, 11,12 € R
b. X:B(n, #1)danY :B(n, 02)

C. ,=Nn6,u, =né,,c> =n6,(1-6,) dan o} =nb,(1-0,)

Bukti :
a. Mxy(tLt2) =E [e™?]=D "> e f(x,y)
Xy

n_n-x I
= etlx+t2y n: 0 xo y 1-0. -0 n—x—y

;yo xXyl(n—x—y)! 1 0,7 1 5)

n n-x n

= ! t1yx t2y\y _ _ nx_y
=22 ooy e ) @) (12020)

<

n | n—x |
=T ey — T _(9,e?)(1-0,-0,)"

-t yin-x-y)!

n n-x
n

=Y " (gety (”_Xj(eze“)ya—ol—02>"+y

o X!I(n—x)! y=o\ Y

n

n X n—Xx
= [)J(Gle‘l) (0,6 +1-0,-0,)
x=0
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=[(1-6,-6,)+6," + 6, ]"tL,t2,e R

b. Misalkan My(t;) fpm dari X maka,
My(tz) = My (t1,0)
==[(1-0, - 6,)+0," + 0,1 =[(1-6,)0,e"?]"
Ternyata ini adalah fpm dari X :B(n, 6,) dengan cara yang sama diperoleh Y
:B(n, 6,)
c. Karena X :B(n, ¢,)danY :B(n, 6,) maka,

#N6,, 1,n=06,,07 =ng,(1-6,) dan o7 =nb,(1-6,)

Contoh 4.2

Misalkan dari 80 peserta perkuliahan statistika matematik terdiri atas 10 orang
angkatan tahun 2002, 20 orang angkatan tahun 2003, dan sisanya angkatan 2004.
untuk keperluan angket pendapat (polling) diambil secara acak 8 mahasiswa dengan
pengembalian. Jika X dan Y masing-masinh menyatakan banyak mahasiswa
angkatan 2002 dan banyak mahasiswa angkatan 2003 terambil dalam 8 kali
pengambilan
a. Tentukan distribusi bersama dari X dan Y
b. Hitung peluang terambil 2 orang mahasiswa angkatan 2002 dan 5 orang
angkatan 2003
c. Hitung rerata banyak mahasiswa terambil angkatan 2002, angkatan 2003 dan
angkatan 2004.
d. Tentukan distribusi bersyarat dari X, jika diberikan Y=y dan distribusi
bersyarat dari Y jika diberikan X=x

Penyelesaian :
a. Pengambilan 8 mahasisswa tersebut adalah Bernoulli dengan 8 Kkali
pengulangan, sukses 1 adalah terambil mahasiswa angkatan 2002 dan sukses

2 adalah terambil mahasiswa angkatan 2003. Dalam hal ini
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61 =p (sukses) %: 0,125, 8, = P (sukses) = 0,25

63 = P(terambil mahasiswa angkatan 2004) = 1-8, - 8, = 0,625
Jadi X,Y:T(8:0,125,0,25) dengan fkp bersama

8

f(xy)=1 Xyl (8—x-y)!
0

(0,125)*(0,25)” (0,625)* Y :0< x+y <8,x,y0,12...8
:X, ylainnya

b. F(2,5) = P(X=2, Y=5) = peluang terambil 2 mahasiswa angkatan tahun 2002
dan 5 mahasiswa 2003 dalam 8 kali pengambilan

8 2 2 1
= ——(0,125) (0,25)* (0,625
5e1 (0:129)7(0,25)" (0.625)

= 168 (0,015625)(2,44 x 10™) (0,625)

= 4,005432 x 10™* = 0,0004005
C. ux = rerata banyak mahasiswa terambil angkatan 2002 = E[X] 8(0,125)

iy = rerata banyak mahasiswa terambil angkatan tahun 2003 =E
[Y}=8(0,25)=2

L Nn-X-y = rerata banyak mahasiswa terambil angkatan tahun 2001

= E[n-X-Y]=E[n]-E[X]-E[Y]=8-1-2=5
d. Misalkan f(x/y) fkp bersyarat dari X, jika diberikan Y=y, maka

8

f(x/y)= f(:'y) _ X!y!(S—X—é;)!
’ % (0,25)*(0,75)""
G- yyy O

(8-y)! (0125)*(0,625)*
XI(8—x—y)! (0,75)%

_(8-y 0,125} (0,625] :[&Tyj(o’z)x(o’%?’)gy

(0,125)*(0,25)"(0,625)* "

X 0,625) \ 0,75

= (0,2)*(0,833)*(0,833)* (0,833)>
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8 _
- (X yj(o,lesew)(0,833)8*-y
Jadi X/Y =y : B (8-y, 0,1667)

Misal f(y/x) tkp bersyarat dari Y, jika diberikan X = x, maka

8l

F(y/x) = f(:, y) _ X!y!(S_X_gi/)! .
x m(0,125) (0,875)

(0,125)*(0,25)" (0,625 )%

(8-y)! (0,25)Y(0,625)%
yI8-x—y)I'  (0,875)%*

8—yY 0,25 ) (0625)(0,6258) (0,625 "
X 0,625) | 0875 ) | 0875 0,875
_(8-yY 015625 ) 0,625\

X 0,546875 )\ 0,875

- (i_ 3’)(0,286)y (0,714)

Jadi Y/X=X:B (8-x, 0,286)

4.4. Distribusi Multinomial
Distribusi multinomial merupakan perluasan dari distribusi trinomial. Pandang
percobaan Bernoulli dengan n kali pengulangan, dan tiap percobaan muncul k hasil

(k peristiwa) yaitu ‘sukses 1, sukses 2, ....., sukses (k-1), dan ‘gagal dengan

P (sukses 1) = 6,, P (sukses 2) = 0, ....., P (sukses k-1) = 6, ,

k-1 k
P (gagal) = 6, =1—(Z€1j Dalam hal ini > 6, =1
i-1

i-1
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D. Misalkan

X; = banyak sukses ke I muncul dalam n kali pengulangan percobaan I, 1,2,....k-1

Dan Xk = n - ) x, = banyak gagal muncul dalam n kali pengulangan percobaan

k
i-1
maka dapat ditunjukan, bahwa fkp bersama dari : Xj, X,..... X1 adalah

f(Xl. . .,Xk_l) :P[Xl = Xg,.. Xy = Xk—l]

nl . k-1 n—in
= 72'91)“(1— elj

X i=1

[ i

i-1
Definisi :
Peubah acak X1,X2, ... Xk-1 mempunyai distribusi bersama multinomial dan
dikatakan sebagai pubah acakpeubah acak multinomial. Jika fkpnya atau fungsi
peluangnya berbentuk :

f(X1....xk1) =P[X1 = Xq, X2 = Xo... Xi1 = X1

n! K1 y K1 n—in
== 70, 1->6,

ITx"

i-1

Catatan:

Peubah acak Xi,X,...... Xk-1 berdistribusi multinomial dengan parameter n, 81, 6,
e Oy, ditulis X1,X2, . OX (n: 01, 02, Hk-l)

E. Teorema

Jika X1,Xs, .... Xk1: (n: @4, O, ....01) maka fpm gabungannya adalah :

k-1 k-1 n
M(totz, ....tea) = { [1—291}29@“ }
=1 t=1

t
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F. Contoh 4,3

Misalkan distribusi  persentase golongan darah A,B,O dan AB dari karyawan
disebuh pabrik berturut-turut 30, 35, 25 dan 10. Dinas PMI memerlukan 10 labu
darah bergolongan A,B dan O. untuk ini diambil 10 karyawan secara acak dan
kemudian diambil darhnya sesuai anturan. Dengan memisalkan X,Y dan Z berturut-
turut adalah banyaknya karyawan terambil bergolongan darah A,B dan O.

a. Tentukan distribusi bersama dari X,Y dan Z

b. Berapakan peluang dinas PMI memperoleh karyawan | orang bergolongan A, 2

orang bergolongan B, dan 7 orang bergolongan O
c. Berapa rerata a(harapan matematik) memperoleh banyaknya karyawan

bergolongan darah O ?

Penyelesaian :

a. Karena distribusi golongan darah dari karyawan pabrik itu hanya diketahui
persentasenya maka dianggap karyawan banyak dan persentase banyak.
Golongan darah sebagai peluangnya (dapat dianggap memenuhi percobaan
Bernoulli), 61=P (sukses 1) = P (terambil karyawan bergolongan darah A) =
30% = 0,30, &, = P(suskes 2) = P (terambil karyawan bergolongan darah B)
= 35% = 0,35 dan &3 = P(sukses 3) = P (terambil karyawaaan bergolongan
darah)) = 25% = 0,25. Sehingga
X,Y,Z M(10:0,30, 0,35, 0,25 ) maka

8' 3 ) 3 S—Z::xi
f(x,y,2) = 4—'1_[91“(1—201} T (X =x,X, =y, danX, = 2)

Hxi | i=1 i=1

_ 8l \ y B
T Xy A(x—y—2) (0,3)°(0,35)? (0,25)*(0,1)

b. F(1,2, 7) = p (dinas PMI memperoleh karyawan | orang bergolongan A, 2

orang bergolongan darah B, 7 orang bergolongan darah )

8l 1 2 7 0
@(0,3) (0,35)°(0,25)°(0,1)
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= 4(0,3)(0,1225)(6,1x107°) = 8,9722x10™ = 0,0000089722
c. Akan dicari dengan fungsi pembangkit moment !

M(t1,t2,t3) = fpm gabungan dari X,Y dan Z
-E [etlx+t2y+t32]: [(1_0102 _03)]+ Oletl + ozeIZ + O3et3 ]n

= [01+0,3+035+0,25¢°] = (0,75+0,25¢"%)"
ternyata Z : B (10; 0,25)
jadi u, = rerata 9harapan matematika) memperoleh banyak karyawan

bergolongan darah O
=10.0.25) = 2,5 orang

4.5. Distribusi Geometrik

Pandang sebuah percobaan yang hanya mempunyi dua hasil (dua peistiwa),
yaitu ‘sukses’ dan ‘gagal’ dengan P (sukses) = ¢ dan P (gagal) = 1- ¢. Kita
lakukan percobaan berkali-kali (diulang dan berhenti apabila telah muncul /
mendapatkan sukses pertama). Misalkan pubah acak X menyatakan banyak
percobaan (banyak gagal) sebelum mendapatkan sukses pertama, dan disumsikan
percobaan-percobaan saling bebas maka :
P [X=x] = P [mendapatkan sukse pertama]

=P [gg...gg s] =P(g) P(g) .. P(g) P(g) P(g) P(s)

x gagal f faktor

i-1

. (ﬁ(l-@)j@:(l—e)xe

. . _|@-6)*9, x=012..
sehingga fkp dari X adalah f(x) = {0 xlainnya

Definisi

Peubah acax berdistribusi geometric, dan dinamkan peubah acak geometric jika fkp

nya berbentuk
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1-6)"0,x=112...
o0; xlainnya

f(X)=9(X:<9)={

Catatan

p.a X = banyak gagal atau banyak percobaan sebelum mendapatkan sukses
pertama

p.a X = berdistribusi geometrik dengan parameter & = P (sukses) ditulis X:G(0)

Teorema

Jika X: G(0), maka rerata, varian, dan fpm dari X adalah
1-6

1.
.

3. My(t) = [1(1-0)™, t<In (1-0)

Bukti
1. My(t) = d'v('jxt(t) =-0(1-1-0)e")?(-1+6)
1=M,(0) = 01— 0)*(-1+0) = —0(6) > (-1+ ) = 7‘9

2. Coba sendiri sebagai latihan !
3. My(t) = E[e"]

0

=Y e*1-0)"0
- i [ @-0) T

o

= 0 [1+(1-0)e' + [(1-0)e")? - ... + (1-0)e)+ ... ]

1-(1—0)e'

= 0[1-(1-0)e'T?, dengan (1-0)e* < 1 atau t < In (1-6)
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Contoh 4.4

Misalkan sepasang suami istri bercita-cita menginginkan seorang anak lak-laki dan
jika telah melahirkan bayi laki-laki maka proses kehamilan dihentikan. Dokter ahli
mengatakan bahwa peluang mempunyai anak laki-laki adalah 0,2. jika X
menyatakan banyak melahirkan bayi perempuan sebelum melahirkan bayi laki-laki.
a. Tentukan distribusi dari X!
b. Berapakah peluang anak ketiga lelaki ?

c. Hitung rerata (harapannya) mendapatkan anak-anak laki-laki !

Penyelesaian

a. Dalam hal ini, X adalah banyak percobaan sebelum muncul sukses pertama
atau X banyak gagal sebelum terjadi sukses pertama dengan P(sukses) - &
0,2 dan P (gagal) = 0,8. Jika melahirkan (percobaan) satu dengan yang
lainnya saling bebas, maka X = G(0,2)

(08)'02 =0.208"

) =0,1,2 ......
0 xlainnya

Jadi f(x) = f(x; 0,2) = {

b. Anak ketiga laki-laki, dengan kata lain anak ke-1 dan ke-2 adalah perempuan
berarti x =2 jadi
P (anak ketiga laki-laki) = P(x=2) = f(2) = 0,2 (0,8)* = 0,128

c. wu = E[X] = rerata (harapan) memperoleh banyak anak perempuan sebelum
lahir anak laki-laki

_1-6_1-02_,
0 02

jadi rerata (harapan) mendapatkan anak laki-laki adalah anak ke-5

4.6 Distribusi Pascal (Binomial Negatif)
Distribusi ini merupakan perluasan dari distribusi geometri. Pandang suatu
percobaan yang diulang saling bebas sampai dengan memperoleh sukses ke r (r =

1,2,3, ....). Misal p.a X menyatakan banyak gagal sebelum memperoleh sukses ke r,
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berarti X + r adalah banyaknya percobaan sedemikian sehingga diperoleh r sukses,

seperti diperlihatkan pada diagram berikut :

gg ... 85g ...28¢g ...g¢g ... ggs (percobaan ke X +r)
Sukses ke kel Kke2 ker

Banyaknya percobaan sebelum sukses ke r adalah X + r — 1, dan diantaranya
terdapat (r-1) sukses dan X gagal. Jadi (r-1) sukses dalam (X + r — 1) percobaan

yang saling bebas, peluangnya adalah

-1
(X +1r j@”(l—@)X (distribusi binomial)

jadi :
f(x) = P(X=x) = [:f;: _]j@rl(l—g)xe

X+r-1
= ( j@f(l—e)Xx;o,l,z .....
X

= Peluang x gagal sebelum sukses ke r

Definisi :
Peubah acak X dikatakan berdistribusi Pascal atau berdistribusi binomial negatif dan
dinamakan peubah acak Pascal dengan parameter r dan & = P (sukses) jika fkp nya
berbentuk

X+r-1
f(X) = (X Jer(l_e)x ;X:011,2 .....
0 ; Xlainnya

Untuk soal latihan buktikanlah ini sebagai fkp Dan hitung z,6%,M (X))

Contoh 4.5

Perhatikan 4.4 tetapi sekarang suami istri bercita-cita menginginkan tiga anak lelaki,
dan jika telah tercapai maka proses kehamilan dihentikan ! Jika X memperoleh

banyak anak perempuan sebelum melahirkan ke 3

Pergantan Statistikia Matematia M0




a. tentukan distribusi X
b. Hitung peluang anak laki-laki ke 3 diperoleh pada waktu melahirkan anak
yang ke 7

c. Hitung peluang memperoleh 2 anak perempuan

Penyelesaian :
a. Fenomena dalam masalah ini mengikuti : distribusi Pascal (Binomial
Negatif) dengan parameter r = 3 dan 6 = P (sukses) = 0,2, maka persamaan
fkp dari X adalah

F(X) =P =(X =x) = f(x: 1)0.2) = (XJFZJ(O,Z)?’(l—O,Z)X x=012....
(=P =(X=0=T0lr=.02) = x ; Xlainnya

0
b. Peristiwa ‘anak lelaki ke 3 diperoleh pada waktu melahirkan anak ke 7 sama
artinya dengan pada 6 kali melhirkan anak pertama telah diperoleh dua anak
lelaki dan 4 anak perempuan, berarti sama dengan peristiwa X = 4. Jadi ( [X

= 4] = P [ anak lelaki ke 3 diperoleh pada waktu melahirkan anak yang ke 7]

6 I
=f(4) = ( 4j0,01(0,8)5 = %0,1(0,32768) = 0,49152

c. Peristiva memperoleh 2 anak perempuan, sama artinya dengan 2 anak
perempuan dan 3 anak lelaki dengan syarat yang bungsu adalah lelaki
dengan kata lain peristiwa X = 2
Jadi P [X = 2} = P [memperoleh 2 anak perempuan, jika diketahui anak
bungsu adalah lelaki ke 3]

242 . (4
=f(2) = (22 j0,0l(O,S) =(2jo,1(o,512) =0,03072

4.7 Distribusi Hipergeometrik
Pandang sebuah percobaan (pengambilan) berulang n kali 1-1 secara acak
tanpa pengembalian. Jika banyak unsur yang diambil adlah N dan diantaranya

terdapat a unsur sukses, b unsure gagal (N = a + b), berarti peluang terambil sukses
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mampu peluang terambil gagal dalam tiap pengambilan tidak tetap. Hal ini juga
memberikan petunjuk khusus bahwa percobaan yang satu dengan yang lainnya tak
bebas. Berarti percobaan ini bukan percobaan Bernoulli.

Kita telah sepakat bahwa ruang sample S dari percobaan 1-1 tanpa
pengambilan  memberikan hasil yang sama dengan percobaan pengembalian

sekaligus (ururtan tidak diperhatikan). Jadi kardinal dari S atau anggota dari S

N a+b
adalah N(S) = [ j:( " J karena pengambilan secara acak maka dapat
n n

dianggap ruang sample S adalah uniform.

Jika p.a X menyatakan banyak unsur sukses dalam n pengambilan, maka
range X yaitu Sx = {0,1,2, ...., a} Masalah kita adalah bagaimana distribusi dari X ?
Dalam n pengambilan dari (a + b) unsur diantaranya terdapat x sukses dan (n — x).

unsur gagal, yang mana salah satu susunannya seperti :

$s...S gg..g
X unsur (n-x) unsur

a :
Karena terdapat a unsur sukses, maka terdapat { ] cara dalam mengambil x unsur
X

sukses dari a unsur, dan tiap cara dapat dipasangkan dengan (n-x) unsure gagal

dengan (n-x) cara. Jadi banyak cara terdapat x unsur sukses dalam n pengambilan

s o)

Jadi P[X=x] = P [ x unsur sukses terambil dalam n pengambilan]

-

Peubah acak X dikatakan berdistribusi hipergeometrik dan dinamakan pula peubah

Definsi

acak hipergeometrik. Jika fkp nya berbentuk :
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F(x) = P[X =x] = h (x;n,a,b) =

Cacatan :

N

0

;x=0,1,...nataumin{a, n}
; xlainnya

Peubah acak X berdistribusi hipergeometrik dengan parameter n, a, dan b ditulis X :

H (n, a, b). Dimana a manyatakan banyaknya unsur sukses, b banyaknya unsur gagal

dan n banyaknya percobaan.

Teorema

Jika X : H (n, a, b) maka rerata dan varians dari X adalah

na

1oy=—1rn
H a+b

»  hab(a+b-n)
"~ (a+b)’(a+b-1)

Bukti

ay b
R b o R

o a+b
n

(a—x)!x!

a+b\<
n

1 < al b
- (a+b]z (a—x)!(x—l)(n—xj

n

o a (a-1! b
- (a+bjz (a—x)!(x—l)(n—x)

13

Pergantan Statistiba Matematio



_a & (@1 (b
- (a+beZ(; (a—y—l)!y!(n—xj
n

Misal x-1=y — x=Y+1:<x<n 0<y<n-n-1=nmaka

_a ¢ (a-1! b
- [a+b]y21 (a—y—l)!y!(n—y—l]

_a o (a-1! b
) (aﬂg (a—y—l)!y!(m—y)

n
B a o (fa-1 b _a a+b-1
C(a+bYZ Ly \m-y) (a+b m

n n
_a(a+b-n)n (a+b-1)! na

@+b)! (a+b-1-n+D(n-1! a+b

Catatan :
Dalam proses pembuktian di atas, kita menggunakan sebuah teorema (tak
dibuktikan) yakni

D RA R
S

2. Untuk pembuktian o= var (x), hanya akan diberikan langkah-langkah
(petunjuk) saja, silahkan anda buktikan secara rinci ! sebagai berikut :
o? = var (X) = E[X*] - E{[X], dengan
E[X?] = E[X?-X + X] = E[X(X-1)] + E[X], dimana
R N

n n

Pesgarntan Statistikia Matematin M4



_n(n=-Da(a-1)
" (a+b)a+b-1

jadi o® = var (x)

_ n(n—l)a(a—1)+ na  n‘a’
(a+b)@a+b-1 (a+b) (a+b)?

_ nab(a + n—nl)
(@’ +b )a+b-1

Contoh 4.6

Dari dalam sebuah wadah yang terdiri atas 15 kelereng merah dan 10 kelereng biru
diambil 5 kelereng sekaligus secara acak. Jika X merupakan banyak kelereng merah
terambil dalam pengambilan 5 kelereng tersebut.

a. Tentukan distribusi dari X

b. Hitung peluang terambil 2 kelereng merah

c. Hitung rerata banyak kelereng merah terambil

d. Hitung rerata banyak kelereng biru terambil

Penyelesian :
a. Ruang sample S {m1m2m3m4m5, ...... m11m12m13m14m15,. ....b5b7b8b9b10}
15+10 ]
Uniform dengan N(S) = = 23 =53130
5 205!

Dan range Sx = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Dalam hal ini sukses adalah terambil
kelereng merah dengan demikian maka
X :H(n;a, b) =H (5; 15, 10) dengan fkp
b. Jika A dan B dua selang dengan A N B = & (A dan B saling lepas) maka
banyak sukses dalam A dan banyak sukses dalam B independent (kenaikan
bebas)
Peubah acak X yang diamati adalah menyatakan banyaknya sukses terjadi dalam
eksperimen Poisson tersebut, dengan range Sx = {0, 1, 2, ....} C = himpunan semua

Pergantan Statistikia Matematia 1S




bilangan cacah, dengan percobaan Bernoulli pada distribusi binomial, bahwa range
X, Sx = {0,1,2, ... n}. Pada eksperimen Poisson, diulang berkali-kali dan tidak
diketahui berapa persisnya, contoh fenomena (masalah) sehubungan dengan proses
Poisson, antara lain :

(1) Banyak kendaraan yang lewat dalam satuan waktu tertentu

(2) Banyak hasil produksi yang cacat dari sebuah mesin

(3) Banyak kecelakaan lalu lintas di suatu daerah dalam waktu tertentu

(4) Panjang atau banyak antrian
Masalah kita adalah bagaimana distribusi dari p.a X sehubungan dengan eksperimen
Poisson ? Dalam sesi ini tidak akan diperlihatkan proses memperoleh fkp dari X
karena menggunakan konsep matematik yang lebih tinggi, tetapi langsung diberikan

definisinya sebagai berikut :

Definisi :
Peubah acak X dikatakan berdistribusi Poisson dengan parameter A dan dinamakan

pula peubah acaj Poisson jika fkp nya berbentuk.

-2
F) = P (X = %) A Xx=012,.
X) = =X) = I
x ; xlainnya
G. Catatan
Dapat ditunjukkan bahwa 4 eXI—/I =1
A=0 .

- Parameter A dalam distribusi Poisson menyatakan intensitas atau rerata
terjadinya banyak sukses muncul dalam suatu interval
- Peubah acak X berdistribusi Poisson dengan parameter A, ditulis X : P (1)
Teorema :
Jika X : P (1) maka rerata, varians dan fpm dari X adalah :
1. u= 1
2. 0= 4

3. Mx(t) e ﬂ(et-l
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Bukti ;

zx—l A X —l A

< Ae-14 _
L = EX]= 2x X Z(x ! Z(x = Z

=0 =1 y=0

=1

2. o2 = E[X?] - E? [X] dengan X[X?] = E[X%.X+X] = E[X(X-1)] + EE[X} dan

E[X (X ~D)] = Y x(x- 1))“Xe Loy ket g Zﬂfxe 2)’1

7=0 = (x-2)!

o0 Ya—A
= /122“. — 1=

yi—o Y

maka: o2 = A%+ 1 - 1%= 1

—_ t —_ = x/lxe_l - N )ﬂet
3 Mu(t)=E[e"] = D" = =e ),

—plak _ ei(e‘—l)

Catatan :

8 X
Berdasarkan perluasan (uraian) deret Mc Laurin bahwa e* = Zy—l dan
x=0 X

o & (e
o =;( X!)
Contoh 4.7
Misalkan banyak kendaraan roda empat atau lebih perdetik, menuju pintu TOL
Pasteur berdistribusi Poisson dengan rerata 4 kendaraan

a) Tuliskan persamaan fkp dari X = banyak kendaraan roda empat atau lebih

perdetik, yang masuk pintu ‘TOL Pasteur’.

b) Hitung peluang 2 kendaraan masuk pintu TOL

¢) Hitung rerata dan varians banyak kendaraan yang masuk

d) Tentukan fkp dari X
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Penyelesaian
a. Peubah acak X banyak kendaraan roda empat atau lebih perdetik yang masuk
pintu “TOL Pasteur”. Ini diasumsikan memenuhi eksperimen Poisson.

i = E[X] rerata peubah acak X = 4, berarti A=4 maka X : P(4)
jadi fkp dari X adalah :

4Xe—4

fx)=P[X=x]=1{ x1 ;x=012,.

: xlainnya

b. P[X=2]= Peluang dua kendaraan masuk pintu “TOL Pasteur” perdetik

= (2)
2, -4

=4€ _gl _g(0.0183)= 01465
2! e

Cc. u=E[X]=A1=4,dan c’°= 1=4

d. My(t) = E[e%] = e 4D
Model distribusi Poisson dapat digunakan sebagai pendekatan dari model distribusi
binomial B (n, &), bila n cukup besar ( n —3 dan @ cukup kecil (€ = 0)
sedemikian sehingga n € = A konstan. Hal ini dikemukakan dalam teorema berikut.
Teorema
Misalkan X : B (n, )
Jika n besar (n—> ), @ kecil (8 =0),dannd = A konstan, maka peubah
acak X meiliki distribusi pendekatan Poisson dengan parameter A.
Ditulis X : B (n, 8) L X:P(A4),

N——s
6—0
A =né6

dan dikatakan X : B(n, @) konvergen dalam distribusi ke X : P( 1)

Bukti :

F@AL-0)"";x=01..n

n
X :B(n, ), maka fkp dari X adalah b(x;n, 8) = (x] xlainnya

0
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Khusus untuk x 0,1 ...., n dengan 6 = & maka
n

B(x:n, 8)= C‘J@X 1-0™

. L(&]X(l_ij”‘x
(n=x)IxI\ n n

y)
n(n-)(n—-2)..(-x+1)| n ( ,1]”

x! 1. A
(-3
_n(n-H(n-2)...cx+1) ﬂx( _

_n(n-H(n-2)...6x+1) AX[ -
X! X

3|>>

1-=
2
n
eS|
X! x! n n

(
(D ) 2

Karena (lihat analisis/kalkulus)

ol ) e
n n n n— oo n n— oo

] e

n n— oo
maka :
X Xa—A
limb (cn, 0) =174 16+ = 28
X! X!
n—o
jadi
XAq—A
, Ae x=012..
f(x,A)=limb;n, 6 =< xi .
; xlainnya
n —-o
6 =0
A=n6

Ternyata X : P( 1)
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Contoh 4.8

Suatu proses produksi menghasilkan sejenis barang. Peluang barang tersebut cacat
adalah 0,001. Hitung peluangnya diantara 6000 barang yang diteliti (yang diamati)

terdapat kurang dari 5 yang cacat (secara eksak dan secara pendekatan)

Penyelesaian

Proses produksi tersebut memenuhi percobaan Bernoulli dengan barang cacat
dianggap sebagai sukses dan =P (cacat) = 0,001, sedangkan banyak percobaan
adalah n = 6000. Jika dimisalkan peubah acak X = banyak barang cacat dari 6000
barang yang diamati. Maka X:B (6000 ; 0,001) dan masalah kita adalah P (X<5)="?

4
Secara eksak maka P(X<5) = > b (x; 6000 ; 0,001) = ?

x=0
Secara pendekatan adalah sebagai berikut, dengan menganngap n = 6000 cukup
besar (n o) dan @ = P (sukses) = 0,00 cukup kecil (¢ =0)sertand = 1=6
konstan selama proses produksi, maka masalah binomial bias diselesaikan dengan

pendekatan Poisson, yaitu X:P(6)

. L6e® 1&6° 1(6° 6 6° 6° 6°
Jadi P(X<5) = =y - - " | 4 4= 4= 4
) XZ::? X! GZ X! {O 1 2 6 24}

% (1+6+18+36+54) = E =0,2851 (pendekatan)
e e®

4.9 Soal-soal Latihan

1. Jika peubah acak X:B (100,%]

a. Tentukan persamaan fkp, dan fpm dari X
b. Hitung rerata dan varian X
c. Hitung P [45 < X < 55]
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. Perlihatkan bahwa untuk peubah acak Bernoulli X : B (1, &) berlaku momen ke
r, ,u: =60 untukr=1,2,3, ...., dengan :
a. menghitung langsung ;= E[X "]
b. menentukan terlebih dahulu persamaan fpm nya Mx(t) kemudian
He =M (0)

. Seorang siswa dites dengan 10 soal pilihan ganda yang masing-masing
pertanyaan dilengkapi 4 jawaban (a, b, c, d). jika setiap soal dijawab secara acak
dan dari 4 pilihan yang benar hanya satu.

a. Berikan penjelasan bahwa memberikan jawaban untuk setiap soal secara

acak (tanpa dipikir) merupakan percobaan Bernoulli
b. Jika peubah acak X menyatakan banyak jawaban yang benar. Tentukan
persamaan fkp dari X

c. Berapakah peluang mendapatkan 3 jawaban yang benar

d. Hitung harapan mendapat jawaban yang benar
Jika peubah acak X, Y : T (12:0,3,0,5)

a. Tentukan persamaan fkp dan fpm bersama dari X

b. Hitung rerata dan varians dari Y

c. Hitung rerata X, dan rerata bersyarat dari X jika ditentukan Y = 6
. Jika peubah acak diskrit X, Y, Z: M (50; 0,3, 0,2, 0,4)
a. Tentukan fkp dan fpm bersama dari X, Y, dan Z
b. HitungP [ X=20,Y =25,Z=5]
. Jika peubah acak diskrit X berdistribusi geometric dengan parameter ¢ atau X :
G () Buktikan secara langsung yaitu dengan definisi (tanpa fpm), bahwa rerata
dan varians dari X adalah :
:% b. 6% = P

. Peluang seorang penembak mengenai target adalah 0,80. Berapakah peluang dia

a. u

mengenai target 3 kali 4 tembakkan.
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10.

11.

12.

13.

Buktikan rumus rekursi distribusi binomial :

d(n—x)
(x+1)(@1-0)

Jika X : H (5, 20, 10)
a. Tentukan persamaan fkp-nya yaitu h (x; 5, 20, 10)

b(x+1Lné) = b(x,n6)

b. Hitung rerata dan variansnya

c. Hitung P[X=2], P [X=5], dan P [X=10]
Lima kartu dibagikan kepada 5 orang, seorang satu kartu dari 52 kartu bridge
lengkap. Berikan penjelasan, apakah pembagian kartu ini merupakan eksperimen
acak atau bukan ? Jika peubah acak X menyatakan banyak kartu AS yang
diperoleh

a. Tentukan distribusi atau persamaan fkp dan X

b. Hitung peluang mendapat tepat satu AS

c. Hitung peluang mendapat paling sedikit 3 AS

Buktikan rumus rekursi distribusi hypergeometrik

h(x+Lnab) = —D=0@=X) b hab)
Y (@+)(b-n+x+1)

Suatu perhimpunan beranggota 12 pria dan 8 wanita. Jika dibentuk komisi yang
terdiri dari 5 orang secara dilot, dan jika X menyatakan banyak pria dalam
komisi yang dibentuk :

a. Tentukan persamaan fkp dan fpm dari X

b. Hitung peluang komisi terdiri tepat 3 pria dan 2 wanita

c. Hitung peluang komisi terdiri dari jenis yang sama

d. Hitung rerata atau harapan banyak pria dalam komisi
Dalam main billiard, seorang terus mendapat giliran sampai dia tidak mengenai
bolanya. Jika peubah acak X menyatakan banyak giliran dan kemungkinan gagal
untuk mengenai bolanya bagi si A adalah 0,20

a. Tentukan distribusi si A adalah 0,20

b. Hitung peluang giliran si A tepat 5 kali

c. Hitung peluang giliran si A paling sedikit 5 kali
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14. Diketahui rerata 40% dari sutu bibit bunga akan tumbuh. Kita mempunyai 12
bibit. Jika X adalah banyak bibit bunga yang tumbuh

15. Diketahui dari pengalaman bahwa peluang seorang pasien sembuh dari suatu
penyakit tertentu adalah 0,25, untuk mengetes suatu obat, 10 pasien yang
berpenyakit tersebut di beri obat tadi, Peneliti menetapkan, bahwa obat tadi
dinyatakan efektif jika paling sedikit 4 dari 10 pasien tadi sembuh. Jika X
menyatakan banyak pasien yang sembuh setelah diberi obat.

a. Hitung peluang obat tadi dinyatakan tidak efektif dalam penelitian ini
walaupun sesungguhnya meningkatkan rerata yang sembuh menjadi 0,35
(Petunjuk : nyatakan peluang dengan X) !

b. Berapakah peluang obat dinyatakan efektif walaupun rerata yang sembuh
tetap 0,25

16. Dalam suatu pemilu presiden — wakil presiden secara langsung dengan 5 pasang
kandidat capres dan cawapres, diperoleh data berdasarkan lembaga yang
dipercaya bahwa persentase perolehan hasil adalah 26, 22, 15, 34 dan 3 berturut-
turt untuk pasangan capres dan cawapres I, Il, 11, IV dan V, misalkan disebuah
instansi, team sukses calon tertentu mengadakan penelitian dengan memilih 10
karyawan secara acak untuk ditanya pencoblosan pada waktunya. Dengan
memisalkan X, Y dan Z berturut-turut adalah banyak karyawan yang pada
saatnya mencoblos calon I, Il dan IV
a. Tentukan distribusi bersama dari X, Y dan Z
b. Berapakah peluang team sukses memperoleh karyawan sebanyak 2 orang

mencoblos calon I, 3 orang mencoblos calon Il, dan 5 orang mencoblos
calon IV

c. Berapakah rerata (harapan matematis) memperoleh banyak karyawan yang
mencoblos calon IV ?

17. lembaga konsumen Indonesia (LKI) ingin mengetes pernyataan bahwa 60% dari
semua ibu rumah tangga di kota B lebih menyukai sabun cuci merek R dari pada
merk merek lainnya. Untuk ini diambil sample acak 18 ibu rumah tangga dari
kota B tersebut, dan menolak pernyataan tersebut, kalau kurang dari 9 ibu
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

menyukai sabun merek R dibanding dengan merek lainnya. Berapakah
peluangnya LKI menolak pernyataan tadi walaupun sesungguhnya benar

Dalam sebuah dus terdapat 100 buah kondensor mobil. Untuk pemeriksaan
diambil 5 buah secara acak dari dus tersebut. Kondensor dalam dus dinyatakan
baik seluruhnya tanpa diperiksa satu demi satu, jika tak satupun dari yang lima
tadi rusak. Berapakah peluang isi dus itu dinyatakan baik seluruhnya walaupun
sesungguhnya ada 5 yang rusak.

Jika peubah acak diskrit X berdistibusi Pascal atau binomial negatif dengan
parameter r dan 6.

a) Tulislah persamaan fkp-nya, dan tunjukan ini benar-benar sebuah tkp dari X
b) Hitung rerata dan varians dari X.

c) Tentukan fpm-nya.

Misalkan dari 100 mahasiswa, sebanyak 60% diantaranya menyukai disenya.
Kita ambil 10 mahasiswa secara acak. Berapa peluang 5 dianatara 10 mahasiswa
menyukai dosennya, secara:

a) Eksak.

b) Pendekatan (dengan distribusi binomial).

Jika peubah acak X: P(5).

a) Tentukan persamaan fkp dan fpm-nya.

b) Hitung rerata dan variansnya.

¢) Hitung P [X>3].

Rata-rata banyaknya permintaan sambungan telpon per menit disuatu sentral
telpon adalah 10 buah. Kapasitas f sentral tersebut hanya mampu melayani 15
permintaan per menit. Berapakah peluang dalam 1 menit tertentu ada permintaan
yang tidak terlayani.

Suatu proses produksi menghasikan sejenis barang, peluang barang tersebut
cacat adalah 0,0005. Hitung peluangnya dianta 8000 buah barang yang
dihasilkan secara acak terdapat lebih dari 5 buah yang cacat, secara:

a) Eksak.

b) Pendekatan (Poisson)
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24. Diketahui fungsi pembangkit momen dari peubah X adalah (t) = (% +

a) Tentukan fkp dari X.

b) Jika peubah acak Y =3X + 1, hitung P [Y <9].

c) Tentukan Myq), yaitu fom dari .

d) Berdasarkan hasil (c), hitung E [Y] dan varians (Y).

Eelf
4
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