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Topik: Interval Tersarang

2.6 Interval Tersarang

2.6.1 Definisi
Barisan interval 1, , n e N, disebut tersarang ( lihat gambar) jhj
kondisi-kondisi seperti berikut dipenuhi:
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Gambar 2.6.1 ( Interval tersarang )
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1. Diberikan I, = [0,1/n],n e N.
a) Dengan menggunakan definisi 2.6.1 di atas, perlihatkan bahwa I,
merupakan interval tersarang.

o0
b) Untuk setiapn e N, 0 € I, sehingga 0 N I,
0 n=1
Tunjukkan bahwa N Iy = {0}
n=1

o0
dengan menunjukkan bahwa untuk x <0 atau x>0, x ¢ (N I,
n=1
(i) untukx < O trivial (mengapa?)
(i) untuk x > 0, gunakan Akibat Sifat Archimedes 2.5.3 b)

2. Dengan cara yang serupa seperti pada soal 1. tunjukkan:

o0
Jikal, = (0,1/n),ne N, maka N I =
n=1
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Sifat Interval Tersarang

2.6.2 Teorema
Jika I, = [an bn], n € N, merupakan barisan tersarang dari interval
terbatas tertutup, maka terdapat & € R sehingga & € I,, Vne N
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1. Buktikan teorema 2.6.2 di atas.
Petunjuk:
Untuk pembuktian teorema 2.6.2 di atas, harus ditunjukkan 3 & € R
sehinggaa, < &€ < b,,VneN (a, <& dan & < by )
Untuk menunjukkan 3 & € R sehingga a, < &, V n e N adalah dengan
menunjukkan himpunan A = { a, | ne N } terbatas di atas; sebutlah sup
A = &; dst.
Untuk menunjukkan & < b,, ¥ n e N buatlah langkah-langkah sbb:
(i) Misalkani e N, i dipilih sembarang.
(i) Tunjukkan b; merupakan suatu batas atas dari A = { a, lneN } dengan
membagi dua kasus:
Kasus 1) Jika/untuk n > i
Kasus 2) Jika/untuk n < i
Untuk kedua kasus itu tunjukkan bahwa a, < b;
Karena i dipilih sembarang, tunjukkan keberlakuannya untuk setiapn € N

2.6.3 Teorema
Jika 1, = [an, by], n € N barisan tersarang dari interval tertutup terbatas
sehingga panjang b, - a, dari I, memenuhi:
inf{by - a |neN} =0,
maka bilangan & termuat di I, untuk setiap n € N dan & adalah unik.
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1. Buktikan teorema 2.6.3 di atas !
Petunjuk:
Untuk pembuktian teorema di atas, langkah-langkahnya adalah sbb:

(i)  Tunjukkan bahwa himpunan B = { b, | neN } terbatas di bawah; sebut
infB = n.

(i) Dengan cara yang serupa seperti pada pembuktian teorema 2.6.2 langkah
ke (i) tunjukkan bahwa a, < n

(ili) Tunjukkanbahwa & <N ....coooiiiiiiii (1)

(iv) Tunjukkan bahwa x €1,,VneN jhj £ < x < n.

(v) Berdasarkaninf { b, - a, Ine N} = 0, tunjukkan by, —an <& untuk
setiape >0dansuatum e N ..................... (2)

(vi) Gunakan sifat supremum, infimum, (1) dan (2) untuk menunjukkan
Ogn'é Sbm_am <8

(vii) Karenae >0 sembarang, tunjukkan n = &

2.6.4 Latihan

1. Jika | = [a,b] dan I’ = [a’, b'] interval-interval tertutup di R, tunjukkan 1
c I’ jikadan hanya jikaa’ < a danb<b'.

2. JikaS < R tak kosong, tunjukkan bahwa S terbatas jika dan hanya jika terdapat
suatu interval tertutup terbatas | — R sehinggaSc I

3. Jika S ¢ R tak kosong dan terbatas, Is adalah interval Is = [inf S, sup S|,
tunjukkan bahwa S  Is. Selanjutnya, jika J sebarang interval tertutup terbatas di
R sehingga S < J, tunjukkan Is < J.

4. Tunjukkan jikaly o 1, o ... oIy 2 ... adalah barisan tersarang dari interval
tertutup di R, dan jikal, = [a,,by], makaa; < a, < ... < a, < ... dan by
>b,>...>2 by > ...

5. Buktikan, jika K, = (n,©),ne N, maka N J, = &

n=1



