Bab 4
PRINSIP — PRINSIP PEMODELAN FISIS

4.1 Fase-fase Pemodelan
Dalam bab ini kita akan mendiskusikan bagaimana lpagigun model — model
matematika system dinamis. Kita akan memperhatikasalah bagaimana mencapai

model dalam bentuk
d
—X(t) = f (x(t),u(t
i (t) = f(x(),u(t))

y(t) = h(x(t), u(t)) (4.1)
Dimulai dari sistem fisis, rekayasa, biologis, et atau lainnya.

Pemodelan adalah, sejalan dengan aktivitas keflndan rekayasa yang lain,
mirip dengan seni daripada ilmu pengetahuan. Pelaogang berhasil didasarkan pada
perasaan terhadap masalah dan nalar seperti ppdl fsmal yang dapat diajarkan.
Dalam bab ini kita akan mengambil sikap nalar yanggmatis terhadap pemodelan.
Selanjutnya, dalam Bab 6, kita akan menunjukkandeleman sistematis yang
menyelesaikan sebagian besar tetapi tidak semualangsemodelan.

Kita dapat membedakan tiga fase berikut ini date@ncapai model matematika:

1. Masalah disusun secara terstruktur

2. Persamaan — persamaan dasar diformulasikan

3. Model ruang-keadaan dibentuk
Fase 1 terdiri dari usaha untuk membagi sistem kedalarbetapa sub sistem,
menentukan sebab dan akibat, variabel — variabal y@mg penting dan bagaimana
mereka berinteraksi. Ketika mengerjakan pekerjaain penting untuk mengetahui
penggunaan yang dimaksudkan dari model. Hasilfdag 1 adalah diagram blok atau
deskripsi yang sejenis. Fase ini meletakkan kelautuierbesar pada pembuat model
dalam bentuk pemahaman dan intuisi terhadap siBsén Dalam fase ini pula bahwa
level kompleksitas dan tingkat pendekatan ditertuka
Fase 2 melibatkan pemeriksaan beberapa subsistem tersénk — blok, yang
dihasilkan dari fase 1. Hubungan antara variabel #anstanta dalam subsistem

dibentuk. Dalam melakukannya, kita menggunakan mukithukum alam dan persamaan



fisis dasar yang diasumsikan berlaku. Ini seringatte bahwa kita memperkenalkan
beberapa pendekatan dan idealisasi (massa tiskidgal, dan sejenisnya) dalam rangka
mencegah pernyataan yang terlalu kompleks. Untukersi non-teknis, dimana
persamaan dasar yang secara umum diterima sandiit,séase ini memberikan
kesempatan untuk dugaan baru dan pemikiran inovatif

Fase 3kebalikan dari fase — fase sebelumnya, adalalptghag lebih formal yang
bertujuan pada pengorganisasian persamaan-perséganahubungan — hubungan yang
tertinggal pada fase 2. Meskipun jika model telatefihisikan setelah tahap 2, fase ini
biasanya perlu untuk memberi model cocok untukisisatlan simulasi. Selama fase 3
sebuah program aljabar komputer dapat membantat Bab 7), dan tidak selalu perlu
untuk melakukan seluruh pekerjaan untuk menghasibd@ntuk eksplisit (4.1). Untuk
tujuan simulasi mungkin cukup mencapai model rueegdaan untuk subsistem
dilengkapi dengan instruksi untuk koneksi antarsgibm.

Tiga fase ini akan didiskusikan secara lebih detalam subbab berikut dalam
bab ini, dimana kita akan juga menggambarkan perggnunya dalam contoh fisis.
Masalah penting dalam pemodelan adalah menemukadelmgang tidak terlalu
kompleks. Ini berarti bahwa kita harus selalu meatlpenyederhanaan, idealisasi dan

pendekatan. Penyederhanaan model didiskusikan caibbab 4.6.

4.2 Contoh: Pemodelan Head Box Mesin Kertas
Untuk memberikan dimensi nyata pada diskusi kitageeai fase — fase pemodelan, kita
akan menggambarkan penggunaannya dalam contoh y&itsi head box sebuah mesin

kertas.

Pembuatan kertas dari bubur kertas pada dasaraykaldn dalam cara berikut.
Bubur adalah adonan serat kayu dalam air. Bubuditmangkan diatas kabel, yang
secara kontinyu menggerakkan mesh sepanjang 10nef0. Pada kabel sebagian besar
air dialirkan keluar, menghasilkan lembaran keryasig kemudian dikeringkan, dipress
dan digulung. Lihat diagram skematik pada gambhrBubur dialirkan pada kabel oleh
sebuah head box. Penting ini dilakukan dengan oamag dikontrol baik agar

memperoleh kualitas kertas yang seragam. Ini dicdgragan mendorong bubur melalui



celah sempit. Head box modern menggunakan udatakbean untuk mencapai aliran
seragam dan kecepatan tinggi yang cukup (mendé&Katn/detik). Sebuah head box
mesin kertas diperlihatkan pada gambar 4.2. kitmnakenggambarkan prinsip — prinsip

bab ini dengan pemodelan head box.
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Gambar 4.2 Diagram head box. Variabel didefinisidatam subbab 4.3

4.3 Fase 1: Menstrukturkan Masalah
Ketika mengerjakan pekerjaan pemodelan, kesulitama adalah pemahaman struktur
umum:
» Sinyal — sinyal apa yang diminati? (yaitu dianggapagai output?)
* Besaran yang mana yang penting untuk menggambaganyang terjadi
dalam sistem ?
» Dari besaran tersebut, mana yang berubah terhad&p wlan mana yang
harusnya dianggap sebagai variabel — variabehatér
* Besaran apa yang kurang lebih invarian terhadagusddn harus dianggap

sebagai konstanta ?



» Variabel apa yang mempengaruhi beberapa variabegl lgan ?
* Hubungan apa yang statis dan mana yang dinamisafd{Bgkan dengan
gambar 3.6)

Menjawab pertanyaan — pertanyaan ini dapat memkatupemahaman terhadap
sistem dan kerja lebih banyak, tetap selalu peshagai langkah awal dalam pemodelan.
Ketika memodelkan sistem yang sudah ada, kita genmenggunakan percobaan
sederhana untuk membantu langkah — langkah awatantohnya untuk menentukan
konstanta waktu dan pengaruh sinyal (lihat subbajp 8

Catat bahwa penggunaan yang dimaksudkan dari ni@dak diketahui ketika
kita menjawab pertanyaan — pertanyaan tadi. Modafyhanya akan digunakan untuk
perhitungan sederhana (apa yang menjadi konstaatduwyang mendominasi dan
perkiraan hasil statis ?) dapat memperbolehkangia&tdn kasar dan dapat mengabaikan
banyak efek dan variabel. Model yang akan digunakaam keputusan desain yang
penting membutuhkan perhatian lebih besar ketikanjamvab pertanyaan — pertanyaan
tersebut. Penggunaaan yang dimaksudkan dari maaedmukan kompleksitasnya.

Dalam pekerjaan pemodelan selanjutnya, mungkinlatetawal simulasi, kita
memperoleh pemahaman lebih dalam mengenai siféflat-ssstem. Kemudian adalah
biasa untuk kembali ke tahap awal untuk mengubbbrapa keputusan.

Dalam beberapa kasus, adalah natural untuk bekiemfgan beberapa model
secara paralel. Model — model ini dapat memilikinkbeksitas yang sangat berbeda dan
dapat digunakan untuk menjawab pertanyaan berbBatika memodelkan mesin jet, kita
kadang — kadang menggunakan model dengan ratuszhade untuk mempelajari
masalah termal dan model dengan sejumlah kead#ak miendesain regulator.

Ketika kita telah memutuskan variabel apa dalartesisyang diminati, tahap
selanjutnya adalah memperjelas bagaimana merekatdraksi. Pada tahapini yang
utama adalah pertanyaan mengenai sebab dan akdmai giperhatikan. Ekspresi
kuantitatif, formula dan persamaan diperkenalkdarddase 2 (lihat subbab 4.1). Sering
kali hasil dari analisis ini ditampilkan sebagagtiam blok (lihat subbab 3.1), yang dapat
dilihat sebagai hasil dan tujuan fase 1.

Merangkum fase 1 dalam pemodelan, kita telah mpkataberikut ini:



* Tentukan output dan sinyal eksternal untuk modefuskan variabel internal apa
yang penting untuk menggambarkan sistem.

» Gambarkan interaksi antara sinyal eksternal, valiaiiernal dan output dalam
sebuah diagram blok.

Kadang — kadang, khususnya dalam sistem yang lebnipleks, adalah pantas
untuk pertama — tama membagi sistem kedalam bebesapsistem dan membagi
subsistem lebih lanjut kedalam blok — blok. Dalaasus tersebut kita mengiterasi
diantara dua tahap tersebut.

Contoh Fase 1: Head Box
Perhatikan head box pada subbab 4.2 dan gambd&ith2liberikan data berikut ini:
A Input — input sistem:
M: laju aliran udara (aliran massa) (kg/s)
Q: laju aliran bubur (aliran volume) {fs)
B Output sistem:

Disini kita dapat memilih apa yang kita minati. t@ut laju aliran bubur g harus
menjadi minat kita, karena ini menentukan apa ydiatykan kedalam kabel. Dan sesuai
pula untuk menganggap ketinggian bubur h sebagpugwkarena akan ada pembatasan
praktis padanya. Kita juga memilih tekanan lehildari landasan udara sebagai output:

q: laju aliran bubur keluaran (aliran volume)*(sh

h: ketinggian bubur (m)

pe: tekanan lebih landasan udara (RYm
C Pembagian kedalam subsistem:

Adalah alami untuk menganggap bubur kertas dawlakan udara sebagai
subsistem terpisah. Variabel yang mempengaruhiisgebs udara adalam M dan;V
(voluma yang ada), sedangkan subsistem bubur nkémitiut Q dan p Kita memiliki
hubungan berikut ini antara variabel — variabeddbut:

M: adalah input kedalam keseluruhan sistem

V. tergantung pada ketinggiah bubur h

Q: adalah input kedalam keseluruhan sistem

pe adalah output dari subsistem udara



Ini menghasilkan diagram blok pada gambar 4.3.
Untuk memperoleh diagram blok yang lebih detaita knemperkenalkan variabel dan
konstanta dari subsistem yang dicari.

V1 Sistem udara P Sistem bubur ————»
e

Gambar 4.3: Diagram blok dari head box

Subsistem Udara

Input:

M: aliran masuk udara (kg/s)

V1: volume udara (f

Output:

Pe: tekanan lebih udara (Nfin

Variabel Internal:

pl: kerapatan udara (kgfn

m: massa aliran keluaran udara (kg/s)

pl: tekanan dalam landasan udara #/m
N: massa udara dalam landasan udaa (kg)
Konstanta:

T: temperatur absolut udara (K) (Kita menganggapses fisis dalam landasan udara
adalah isotermal)

Aq: luas potong aliran keluaran udargf{m
R: konstanta gas untuk udara’(Kis®)

Po: tekanan atmosfer (N/fin
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Gambar 4.4 Subsistem udara. lll menandai sinyalddiak 111 dari gambar 4.3

Subsistem Bubur

Input:

Q: laju aliran input (rs)

P.: tekanan lebih landasan udara (RVm

Output:

Q: laju aliran keluaran (ffs)

H: ketinggaian bubur (m)

Variabel internal:

Hesr - ketinggian efektif bubur (m) (lihat subbab 4.4)

V2: volume bubur (1)

Konstanta:

A: luas potong head box @n

A.: luas potong celah (th

C: koefisian luas celah (lihat subbab 4.4)

V: volume total head box (f

p0: kerapatan bubur (kgfn(diasumsikan incompressible)
g: percepatan gravitasi (rf)s

Beberapa anggapan sederhana sekarang membawaiagidendblok pada gambar 4.4
dan 4.5.
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Gambar 4.5. Subsistem Bubur

4.4 Fase 2: Menyusun Persamaan — Persamaan Dasar

Kita sekarang harus mentransformasi model diadrak yang diperoleh dalam
fase 1 kedalam model matematis. Kita melakukaney@an menformulasikan hubungan
kuantitatif antara input dan output dari blok —klgang berbeda. Dalam fase ini, kita
menggunakan pengetahuan mengenai mekanika, felkapmi dan lainnya.

Hubungan antara variable sistem dapat berbeds. jKadang — kadang mereka
kembali pada hukum alam yang telah mapan sepéttirntOhm yang mendeskripsikan
hubungan antara arus dan tegangan untuk sebuatoreBialam kasus lain hubungan itu
mungkin diberikan oleh sebuah kurva hasil eksperingang memberikan, sebagai
contoh, tekanan pada katup sebagai fungsi aliritnass ketiga terjadi ketika kita
menggunakan formula sederhana yang menggambarkaktdaaumum dari hubungan
tetapi secara jelas merupakan pendekatan kasad&hh situasi untuk model ekologis
dan model ekonomis dalam subbab 2.2 dan 2.4.

Pekerjaan dalam fase 2 adalah sangat tergantusglaha Bagaimanapun, untuk
sistem dalam fisika dan rekayasa kita dapat mekdrerpedoman tertentu untuk
organisasi dari pekerjaan. Sampai keadaan tergghunencatat bahwa hubungan antara
besaran fisis biasanya dapat dibagi kedalam dua giukum konservasi dan hubungan
konstitutif.

1. Hukum konservasi menghubungkan besaran yang sej€oistoh umum adalah
sebagai berikut:
» Daya masuk — daya keluar = energi yang disimpanstiéduan waktu
* Laju aliran input — laju aliran output = volume gpadisimpan tiap unit waktu
* Laju aliran massa input — laju aliran massa outpumassa yang disimpan tiap

unit waktu



Hukum Kirchhoff (jumlah arus pada sebuah titiktperuan adalah nol, jumlah
semua tegangan dalam sirkuit adalah nol) adalahgagtoh hukum konservasi.

Hukum konservasi menyatakan konservasi sejumlalarbesfisis dasar: konservasi

energi, massa, elektron (hukum Kirchhoff) dan sabag.

2. Hubungan konstitutif menghubungkan besaran yanigeller jenis. Contohnya adalah
hubungan antara tegangan dan arus pada resispasita dan induktor, hubungan
antara ketinggian dan arus keluaran dalam tangki hddbungan antara penurunan
tekanan dan aliran pada sebuah katup.

Hubungan konstitutif sering menggambarkan sifat ifat sbahan tertentu atau
komponen tertentu atau blok didalam sistem. Inadiigarkan dalam gambar 4.6.
Catat bahwa hubunganini adalah statis pada varyamgj dipilih. Dari sudut pandang
pengguna tidak ada perbedaan mendasar antara halkempada gambar 4.6a dan
kurva eksperimen (atau tabel) pada gambar 4.6ly gaalah spesifik untuk katup
tertentu. Dalam praktek tentu lebih mudah untuk ggenakan hubungan linier yang
sederhana.

Hubungan konstitutif, seperti yang pada gambar ge@lu merupakan pendekatan.
Ketidakakuratan tergantung pada tipe sistem damliteh dalam menentukan
kurvanya.

Catatan: Untuk alasan praktis, kita akan juga meggap hubungan yang mengikuti

definisi sebagai hubungan konstitutif. Kurva dalagambar 4.6¢ misalnya, dapat

diperoleh dari konservasi energi.
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Gambar 4.6 Hubungan Konstitutif. (a) arus sebagag$i tegangan pada resistor (b)
aliran sebagai fungsi luas pada katup (c) aliratpudusebagai fungsi ketinggan pada
tangki (d) tekanan sebagai fungsi volume gas igadh suhu konstan (Semua variabel

dinormalisasi pada internal 0 — 1)

Cara memformulasi yang baik persamaan dasar darabeblok adalah sebagai berikut:
» Tuliskan hukum konservasi yang relevan untuk blgbgsstem
* Gunakan hubungan konstitutif yang sesuai untuk @@kan hukum konservasi
dalam variabel model. Hitung dimensi besaran —raesgang berbeda sebagai
pengecekan.
Kita menggambarkan prosedur tersebut menggunak#nitbead box.
Contoh Fase 2: Head Box
Kita melanjutkan contoh dari gambar 4.4 dan 4.%ta Knemperoleh hasil berikut untuk

susbsistem yang berbeda.

Sistem Udara | + Il

Hukum konservasi (konservasi massa)

N=M-m (4.2)
Hubungan konstitutif

N=pV, (masa = kerapatan . volume) (4.3)

p, =RT.p, (tekanan) (4.4)

Aliran massa m ditentukan dengan hukum Bernouliukigas:

m:ai\lzpelol (45)



Tekanan total adalah jumlah tekanan atmosfer damémn lebih:
pl = pe + po (46)
Subsistem Bubur Kertas Il + IV + V

Hukum konservasi (konservasi volume)

V,=Q-q 4.7)
Hubungan konstitutif

V, = Ah (volume = luas . tinggi) (4.8)

V, =V -V, (4.9)

Aliran q ditentukan oleh hukum Bernoulli, seperéida subbab 2.3. Yang memperumit
adalah tekanan lebih diatas bubur kertas. Mengksikan tekanan ini menjadi
ketinggian bubur efektif, kita peroleh
Aliran keluar head box sekarang menjadi

h, =h+Pe (4.10)

p29

Koefisien C mengkompensasi fakta bahwa hukum Bédiinealid hanya pada lubang
dengan luas penampang kecil dan untuk aliran tenpegi hilang. Kita definisikan luas

penampang efektif Ggm?), dimana aadalah luas geometris.

q=a,.C./2h,0 (4.11)

4.5 Fase 3: Membentuk Model Ruang-Keadaan
Setelah fase 2 kita memperoleh, singkat kata, adebmodel matematis untuk

sistem. Persamaan — persamaan itu sering takuldrstr bagaimanapun, dan tidak
mudah untuk lanjut dari fase 2 ke simulasi. Dalamntch kita bahas dalam sub bab
terakhir, hasil dari fase 2 adalah 10 persamaacar&gelas ini dapat diorganisasikan
dengan lebih baik. Dalam subbab ini kita akan memaestrasikan bagaimana berangkat
dari fase 2 menuju model ruang-keadaan dalam béatlik
Resep umum adalah jelas:
1. Pilih suatu set variabel keadaan
2. Nyatakan turunan waktu tiap variabel keadaan debgatuan variabel keadaan dan

input



3. Nyatakan output sebagai fungsi variabel keadaanmtart.

Jika tahap 2 dan 3 berhasil, kita memiliki dessriuang-keadaan seperti pada
(4.1). Kesulitan — kesulitan dalam prosedur iniasacjelas terletak pada tahap 1.
Bagaimana kita memilih variabel state ? Sebagaomet, berguna untuk mengingat
interpretasi keadaan (lihat subbab 3.4). Varialeddaan mewakili memory apa yang
telah terjadi sebelumnya. Semua variabel interagtdtan dengan penyimpanan besaran

— besaran yang berbeda adalah kandidat untuk pebagai variabel keadaan.

Contoh 4.1. Besaran Disimpan
Berikut ini adalah contoh — contoh besaran yangnaisan:
» Posisi massa titik (energi potensial tersimpan)
» Kecepatan massa titik (energi kinetic tersimpan)
* Muatan Kapasitor (energi medan listrik tersimpan)
* Arus melalui induktor (energi medan magnet tersimpa
» Temperatur (energi termal tersimpan)

» Ketinggian tangki (volume tersimpan)

Aturan lain adalah bahwa variabel internal, yamgitan waktunya terjadi dalam
persamaan pada fase 2, adalah variabel keadaartcgenk)

Ketika membentuk model ruang-keadaan (4.1), tjetku untuk mengumpulkan
semua formula dan persamaan bersama-sama keddlarfbbesanilai vektor) persamaan.
Untuk sistem yang lebih besar sering lebih mengugkan untuk membuat model ruang-
keadaan terpisah untuk beberapa subsistem dan kemutenghubungkannya
berdasarkan diagram blok. Model termodularkan s$eper memungkinkan untuk
memeriksa (dalam simulasi) apa yang terjadi ketkék tertentu digantikan oleh blok

lain.

Contoh Fase 3: Head Box
Dipandu dengan diskusi dalam subbab sebelumnya, kémbuat pilihan berikut ini
sebagai variabel keadaan:

X1 = V2 (Volume bubur kertas)



X2 =N (Masa udara)
Kita sekarang harus mengekspresikan turunan wakltudan x2 dengan hanya

menggunakan x1, x2, M, Q, dan konstanta.

Xl :Vz :Q—q:Q—aZC /2hg+%
2

r _n )12
- Q _ a2C ZgVZ + 2(RT101 po ):| (412)
A P,

r %
29 2 [ RTx
=Q-aCl—=x, +—| —= -
Q 2 _AXl pz(v_xi poj}
Disini kita telah menggunakan tahap — tahap beanr@#.7), (4.10), (4.11), (4.8) dan
(4.4), (4.6) dan (4.9), (4.8).

X2 =N=M-m=M -a,/2(p, - p,)o,
N N

r %
=M —ai_Z(RTvl - pojvj (4.13)

r b
=M -a, Z(RT 2 poj i }

| V-x V-x
Disini persamaan — persamaan berikut ini digunak&?2), (4.5), (4.6) (4.3), (4.4) dan
(4.8), (4.9). Output dihitung dalam cara yang sama:

1/2
29 2 [ RTx
=aCl—=x +—| —=- 4.14
q 2 |:AX1 ,02 (V_xl po]i| ( )
X
Pe =RT_——-p, (4.15)
V-Xx
X
A (4.16)

Persamaan (4.12), (4.13) dan (4.14)-(4.16) sekanma@igpbentuk sebuah model ruang-

keadaan untuk head box,dan kita telah mencapairtwjari pemodelan.

Jumlah Variabel Keadaan
Sangat mudah untuk memeriksa apakah kita telah iliheoukup variabel

keadaan. Tesnya adalah turunan waktu dapat diaidsanedengan hanya menggunakan



variabel keadaan dan input pada sistem, bersansma sengan besaran konstan. Ini
dapat lebih sulit untuk dapat menentukan jika adaiabel keadaan yang tidak
diperlukan. Dalam contoh head box kita, N, ¥, dan h adalah kandidat memungkinkan
sebagai variabel keadaan. Kita lihat secara larggslan (4.8) bahwa tidak perlu untuk
menetapkan ¥ dan h menjadi variabel keadaan. Disamping ituaktidnudah,
bagaimanapun, untuk melihat variabel mana yangneattu Untuk model ruang-keadaan
linier ada beberapa tes berdasarkan rangking mdgerkentu untuk menentukan jika kita
memiliki jumlah keadaan minimal. Test berkaitanukngistem nonlinier lebih sulit untuk
dilakukan, baik dari sudut pandang metematis dampkaasi. Bagaimanapun, ketika
model digunakan dalam simulasi, satu-satunya karugsecara prinsip) dari terlalu
banyak variabel keadaa adalah bahwa komputasi ty@alg perlu telah dilakukan. Hasil

simulasi adalah sama untuk keduanya.



