Bab 3
MODEL-MODEL UNTUK SISTEM DAN SINYAL

3.1 Tipe-tipe model
Model matematika dan model sinyal

Model matematika adalah deskripsi sistem dimanaihgén antara variael dan
sinyal model dinyatakan dalam bentuk-bentuk matd@maDalam contoh pada bab 2,
kita lihat bahwa pembagunan model secara naturaghasilkan persamaan differensial
dan perbedaan. Model matematika kita dai sisterandii ini secara prinsip terdiri dari
koleksi beberapa persamaan differensial dan pealbedBalam bab ini, kita akan
mendiskusikan aspek formal matematis dari persgmesamaan terseut. Beberapa
sinyal eksternal yang mempengaruhi sistem tergabgatharus dimodelkan dalam rangka
untuk mengerti dan mensimulasikan efek-efeknya sastem. Pada bab ini, kita akan

diskusikan juga cara-cara yan khas untuk mendeskaip sifat-sifat sinyal.

Model diagram blok

Diagram blok sebuah sistem adalah penguaraian tagisfungsi-fungsi sistem
dan memperlihatkan bagaimana bagian-bagian (blok)}blang berbeda mempengaruhi
satu sama lain. Interaksi ini digambarkan deng& gamak antar blok-blok. Sebuah
sistem yang dberikan biasanya direpresentasikdnb@berapa model diagram blok yang

berbeda tergantung seberapa detail kita ingin maiia.

u q

—— > Tangki ———»

Gambar 3.1. Diagram blok untuk tank dalam sub bab 2

u
— h
q Tangki ——

Gambar 3.2 diagram blok yang mendeskripsikan bagaanketinggian dalam tang
tergantung pada arus masuk dan arus keluar
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Contoh 3.1 Diaram blok untuk tangki air

Perhatikan tangki pada gambar 2.4. Arus keluarrgaatung pada arus masuk u,
yang dapat kita gambarkan dengan diagram blok deales, seperti pada gambar 3.1.
Kita dapat juga membuat deskripsi yang lebih deyaihg mengandung ketinggian h
dalam tangki. Ketinggian h tergantung pada arus ukas dan arus keluar q (gambar
3.2). Arus keluar g tergantung pada ketinggian &n(duas arus keluar a), berdasarkan
hukum bernaulli (lihat gambar 3.3). Gambar sebdtahdalam gambar 3.3 lebih disukai
jika luas arus keluara dalah tetap dan tidak dapgtengaruhi. Jika luas arus keluar
dapat divariasikan misalnya dengan menempatkan aelatup pada arus keluar
gambar sebelah kanan lebih natural. Dari suh sistgtam gambar 3.2 dan 3.3 kita

sekarang memiliki blok diagram untuk tangki padanbar 3.4.

— > Tangki —— ——— + Tangki >

(@) (b)
Gambar 3.3 (a) aliran keluaran sebagai fungsiladimggian, dan (b) sebagai fungsi dari

ketinggian dan penampang keluaran

\ 4
\

Gambar 3.4 Diagram blok sistem tangki
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Perhatikan perbedaan antara gambar skematik padlaag&.4 dan diagram blok
pada gambar 3.4. Gambar skematik sering digunakemk ulustrasi sederhana dari
sebuah sistem. Ini bagaimanapun berdasarkan kessakara fisik dari sistem dimana
blok diagram berdasarkan deskripsi secara logigs-Arus pada gambar 3.4 adalah arus
informasi dan bukan air pada gambar 2.4.

Diagram blok sangat berguna ketika menstrukturkesuah sistem, khususnya
sistem yang sangat besar dan kompleks. Sebagail maotiek sistem meraka dapat
dbandingkan dengan model verbal yang kita diskastkedam bab pendahuluan. Mereka
juga membentuk sebuah titik awal yang sangat pgnimuk pembangunan matematika.
Ketika misalnya kita membangun model (2.7), (2.8)ul sistem tank kita mulai dari
persamaan dasar 2.6 dan 2.4-2.5, yang berkaitagadetiua blok dalam gambar 3.4.
dalam bab 4 kita akan mendiskusikan secara lebiaildgengguanaan diagram blok
dalam pembangunan model.

Diagram blok juga digunakan sebagai model dalanu ipengetahuan dimana
model kuantitatif tidak dapat dibentuk seperti rimga ekologi, sosiologi (sosiogram)

dan sebagianya.

Model simulasi

Model dapat dibentuk untuk tujuan yang berbeda-b&#gperti kita nyatakan
dalam pendahuluan simulasi sering dianggap seltagmin utama. Untuk model yang
besar dan kompleks, umum bahwa persamaan belumaseksplisit dinyatakan dalam
bentuk tertutup. Model mungkin hanya ada sebagynara komputer yang digunakan

untuk simulasi. Model-model tersebut dapat disebedel simulasi.

3.2 masukan, keluaran dan sinyal gangguan

Model matematis sebuah sistem dinamis terdiri slelvuah besaran berbagai tipe.
Dalam sus bab ini kita akan mendiskusikan karaltikrbesaran yang berbeda ini dan
memberikan penamaan untuk mereka. Beberapa bedatam model tidak berubah
terhadap waktu. Kita akan menyebutnya sebagai &otast Besaran yang bervariasi

terhadap waktu disebut variabel atau sinyal.
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Ketika pembelajaran model dan simulasi dibuat untwjkan disain, adalah
praktis untuk memisahkan mereka kedalam dua tipstkota dalam model. Parameter
sistem adalah konstanta yang dianggap diberikam sstem dan tidak daat dipilih oleh
orang yang medesainnya. Parameter disain adalatakaa adalah konstanta yang dapat
dipilih dalam rangka untuk memberikan sistem/maift-sifat yang diingikan. Tujuan

studi simulasi sering untuk memutuskan nilai yaegusi untuk parameter disain.

Contoh 3.2
Jika kita mensimulasikan model tangki dalam sub-l2aB dalam rangka menguiji
bagaimana arus keluaran tergantung pada luas arlsdan a dalam tanki tetap, area

a adalah parameter disain, sementara g dan A adglammeter sistem.

Sebuah model dan sistem dinamis selalu terdirisigamlah variable atau sinyal,
dimana kelakuannya adalah minat utama kita. Kitanakenyebut sinyal ini sebagai
output dan menyatakannya sebagai y1(t), y2(yp(t).

Contoh 3.3

Dalam sub-bab 2.2 output adalah
yi(t) = Na(t) (specimen dari spesies 1)
Yo(t) = No(t) (specimen dari spesies 2)

Catat bahwa output tidak ditentukan oleh systenséuodiri. Pembuat model itu
sendiri yang memutuskan apa yang akan dianggamaebatput. Pembuat model yang
lain mungkin memilih ¥(t) = Nx(t) sebagai output model seperti pada Contoh 3.3.

Kita akan menulis semua output sebagai vektor knlom

y: (1)

H(t
y(t) = y:()

(3.1)
Y, (t)
Dalam sistem/model, ada beberapa sinyal dan varighhg mempengaruhi

variable lain dalam sistem, tetapi mereke sendiakt dipengaruhi oleh kelakuan sistem.
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Arus masuk u dalam sistem tangki (sub bab 2.3)aadabntoh sinyal tersebut. Sinyal ini
memperngaruhi ketinggian tangki dan arus keluaetapi sinyal arus masuk u sendiri
tidak tergantung pada kedua variabel tersebut. &en sebut sinya seperti itu sebagai
sinyal eksternal. Dalam sebuah diagram blok samgatah mengenali sinyal eksternal
sebagai anak panah bebas yang menunjuk pada aatbetierapa blok. Lihat misalnya
pada Gambar 3.4, dimana u dan a adalah sinyalreékte

Sebuah sinyal eksernal dapat berupa satu dariipeialika kita memiliki sinyal
eksternal untuk mempengaruhi kelakuan sistem,rkganbicarakan sebuah sinyal input
atau sinyal kontrol. Kita akan menuliskan sinyalsebagai:

ur(t), te(t), ..., tn(t)
atau dengan formalisme vektor

u, ()

U, (t)

u(t) = (3.2)

Uy, (t)
Sebuah sinyal eksternal dimana kita tidak dapat peagaruhi atau memilih, disebut
sinyal gangguan. Kita akan menggunakan notasi
wi(t), Wa(t), ..., W(t)
Atau

w, ()

W, (1)

W(t) = (3.3)

Wr.(t)

Untuk sinyal gangguan.

Contoh 3.4 Sinyal — sinyal untuk Tangki Air

Jika luas arus keluaran a dalam system tangki padbbat 2.3 dapat divariasikan,
system ini akan memiliki dua sinyal eksternal, dé a(t). Apakah keduanya merupakan
sinyal gangguan atau input tergantung pada pengguanaArus u(t) dapat sebagai
variable yang kita tidak dapat pengaruhi, sedanglkdr) dapat diatur untuk mencapai

tujuan tertentu. Pikirkan, sebagai contoh, tangkbagai penampung air, u(t) sebagai
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hujan dan a(t) sebagai gerbang banjir. Maka u(t)akth sinyal gangguan dan a(t)
adalah input. Dalam penggunaan berbeda kita dapabgontrol arus u(t) dan dapat

sebagai input.

Contoh tersebut memperlihatkan bahwa keberadaagalsieksternal dan
pembagian input dan sinyal gangguan tidak secdasa pitentukan oleh sistem begitu
saja. Hal itu ditentukan oleh opini kita tentanga@ng berubah atau dapat diubah dan
apakah kita dapat mengontrol kondisi.

Untuk pemodelan dan simulasi, tidak perlu untuk nmeiskan apakah sinyal
tertentu adalah input atau sinyal gangguan. Simgahasuki model dan program simulasi
dalam cara yang sama apapun interpretasinya. Paaexkan hanya menjadi penting
ketika mendiskusikan sifat-sifat mana dapat dimgrodari sistem dan bagaimana
mencapainya. Dengan demikian, untuk kesederhanaanakan sering menggunakan
notasi u untuk input dan sinyal gangguan dan bitanégan "input” ketika kita dapat
mengatakan "input dan/atau sinyal gangguan”.

Kita sekarang telah mendefinisikan output dan diaiaternal dalam model. Kita
akan membahas variabel model lain yaitu varialietial.

Notasi yang kita perkenalkan dalam sub bab ini ddjpangkum sebagai berikut:

» Konstanta: besaran dalam odel yang tidak berubshbhdap waktu

» Parameter sistem: konstanta yang diberikan olé#rsis

 Parameter Desain: konstanta yang dapat Kkita vealasidalam rangka
memberikan sistem sifat-sifat berbeda.

» Variabel atau sinyal: besaran dalam model yangdadrterhadap waktu.

» Output: variable yang kelakuannya adalah minat atkita, dinyatakan sebagai y.

» Sinyal eksternal: variabel yang mempengaruhi sistanpa dipengaruhi oleh
variabel sistem yang lain.

* Input: sinyal eksternal dalam sistem dimana vanesktunya dapat kita pilih,

dinyatakan dengan u.

» Sinyal gangguan: sinyal eksternal dalam sistem yaladk dapat kita pengaruhi,

dinyatakan dengan w.
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* Variabel internal: variabel dalam sistem yang bul@amnput maupun sinyal

eksternal.

Gambar 3.5 Diagram blok dasar sebuah sistem

Dengan notasi u, w dan y kita dapat meggambarkstensi sebagai diagram blok
sederhana berdasarkan pada gambar 3.5

Dengan konsep ini, kita juga dapat secara lebés jglendefinisikan perbedaan antara
sistem statik dan dinamik, yang telah kita bicanakalam subbab 1.6. Variasi dalam
output pada sistem statik secara langsung dipaaang&da nilai sesaat input. Untuk
sistem dinamis, dilain pihak, nilai output suatwatsgergantung pada, secara prinsip,

semua nilai input sebelumnya. Lihat gambar 3.6.

(a) (b)
Gambar 3.6 Contoh hubungan masukan dan keluarak (ajtsistem statik dan (b)

sistem dinamik. Input berupa garis tebal, keludr@mpa garis putus-putus

3.3 Persamaan Diferensial
Dalam pemodelan matematika dalam Bab 2, kita tembkaiwa hubungan antara
variabel model dideskripsikan dengan bantuan peaandiferensial (dalam waktu

diskrit, persamaan perbedaan).
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Ada dua cara yang berbeda untuk mengambarkan psasam persamaan
diferensial ini. Salah satunya adalah menghubungkaara langsung input u pada output

y dalam satu persamaan diferensial. Secara prinsigrlihat sebagai berikut:

gy ©, Y™ ©)..... yO.U ©.u"H 0),...,u(t) =0 (3.4)

Dimana

(k) — dk
t t

Dan g(-,-,....,-) adalah fungsi nonlinier bernitaktor yang sembarang.
Cara lainnya adalah dengan menuliskan persamaare$ial sebagai sebuah
sistem persamaan persamaan diferensial orde pedangan memperkenalkan sejumlah

variabel internal. Jika kita menyatakan variabebrtabel internal ini sebagai

X (£, %, (1)
Dan memperkenalkan notasi vektor
% (t)
x@t)=| (3.5)
X, (t)
Kita dapat, secara prinsip, menuliskan sebuatrsigersamaan diferensial orde pertama
sebagai
X(t) = f (x(t),u(t)) (36)

Titik diatas x menyatakan diferensiasi terhadaptwakPada (3.6), f(x, u) adalah fungsi
vektor dengan n komponen:
f (x,u)
f(x,u) = : (3.7)
f,(xu)
Fungsi — fungsiifx, u) adalah fungsi dari n + m variabel, kompomxedan vektor u.

Tanpa notasi vektor, (3.6) menjadi
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Xa(t) = (% (),.... %, (1), uy(t),..., U, (1)) (3.8)

Xn(t) = £, (6 (6),-.. X, (©), Uy (1),...., U (1))
Output dari model dapat dihitung dari variable #atale inernal Xt) dan inpout |t):
y(t) = hx(), u(®)) (3.9)

Yang dituliskan dalam bentuk dipanjangkan
(3.10)

Semua model dalam bab 2 dapat dituliskan sebag@-(@9) atau sebagai persamaan
waktu diskritnya
X(t +1) = f(x(t),u(t)) (3.11a)

y(t) = h(x(t),u(t)) (3.11b)

Contoh 3.5 Deskripsi Internal dari Tangki Air
Model (2.7), (2.8) untuk tangki dalam sub bab 2dalah dalam bentuk (3.6), (3.9)

dengan
X(t) = h(t),u(t) = u(t)
y(®) =q(t),n-Lm=1p=1

f(x,u) = —@.&+%u

h(x,u) = a/2g/x

RN y u dx/dt = f(x,u) y
y = g(x,u)
@ (b)

Gambar 3.7 (a) model eksternal, dan (b) modelnater
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Deskripsi model dalam tipe (3.4) adalah dikatakebagai deskripsi eksternal,
karena berkaitan secara langsung variabel ekstemtadap output. Deskripsi (3.6), (3.9)
dikatakan sebagai internal, karena menggambarkakuen variabel — variabel internal,
yaitu x. Lihat gambar 3.7.

Dalam buku ini kita akan lebih sering menggunakeskdpsi internal. Alasannya
adalah bahwa vektor x(t) dalam (3.6) memiliki ipretasi penting sebagai vektor

keadaan, yang akan kita diskusikan dalam sub baltubeya.

3.4 Konsep Keadaan dan Model Ruang-Keadaan

Pada akhir sub bab 3.2 kita menandai bahwa untsiensi dinamis output
tergantung pada semua nilai input sebelumnya. émbawa kita pada fakta bahwa tidak
cukup untuk mengetahui u(t) untuk t, agar dapat menghitung output y(t) untuk .
Kita memerlukan informasi mengenai sistem. Dengasadkan sistem pada wakgikita
bermaksud bahwa sejumlah informasi dengan keaddatan pengetahuan mengenai
u(t), t> to, kita dapat menghitung y(t) >t to. Definisi ini sesuai dengan definisi sehari —
hari dari kata "keadaan”.

Jelas pula dari definisi keadaan bahwa konsepkem anemainkan peran penting
dalam simulasi model. Keadaan adalah secara tefoaitmiasi yang harus disimpan dan
diupdate dalam simulasi agar dapat menghitung dutpu

Perhatikan sistem umum persamaan diferensial atdama (3.7) dengan output

yang diberikan oleh (3.9):
x(t) = f (x(t),u(t)) (3.12a)
y(t) = h(x(t),u(t)) (3.12b)

Untuk sistem ini vektor x{§} adalah keadaan pada wakguIbi mengikuti hasil umum

persamaan diferensial:

Jika f(x, u) adalah berlaku baik (cukup misalnya jf dapat diturunkan secara kontinyu
dan u adalah kontinyu piecewise), persamaan dgeke(8.12 a) dengan xJtmemiliki

solusi unik untuk & to.

25



Secara intuitif kita dapat berpikir sebagai berilkagumsikan bahwa kita mengetahui x(t)
dan u(t) pada waktuy.t Kemudian kita dapat menghitung x(t) berdasarkai?( a).
Kemudian kita dapat juga menghitungext 6t) untuk ét kecil tak hingga berdasarkan
pada

X(t, + &) = x(t,) + & (x(t,),u(t,)) (3.13)

Dari nilai ini kita dapat melanjutkan dan menghdgux(t) untuk t> to. Output y(t), t to,
dapat kemudian dihitung berdasarkan (3.12b). Fgktgmersamaan (3.13) adalah metoda
Euler untuk solusi numerik dari (3.12 a) jikaangka yang kecil dan terhingga.

Kita telah menetapkan bahwa variabgl)x ... , %(t) atau, dengan kata lain, vektor

x(t)
x(t)=| :
X, (1)

Dalam deskripsi model internal (3.12) adalah skadaan untuk model. Disini terletak
pentingnya deskripsi model ini untuk simulasi. Mod®8.12) disebut model ruang-
keadaan, vektor x(t) adalah vektor keadaan, darpkoen xt) adalah variabel keadaan.

Dimensi x(t) yaitu n, disebut orde model.

Untuk model waktu diskrit (3.11a) sangat jelas ba) adalah keadaan pada waldu t
Jika kita mengetahui xjtdan u(t) untuk ® to kita dapat secara jelas menghitung x(t) dan
kemudian y(t) untuk t t+ 1, b + 2, b + 3, .... Persamaan (3.11a) adalah algoritmaisolus

dirinya sendiri.

Model — model ruang-keadaan akan menjadi modedatakita untuk sistem dinamis.

Sebagai kesimpulan, kita memiliki model berikut ini
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Model — model Ruang-Keadaan (waktu kontinyu)

x(t) = f(x(t),u(t)) (3.14a
y(©) = h(x(t),u(t)) (3.14b

U(t): input, sebuah vektor kolom berdimensi m
Y(t): output, sebuah vektor kolom berdimensi p

X(t): keadaan, sebuah vektor kolom berdimensi n

Model dikatakan berorde n. Jika fungsi f(x, u) atlatiapat diturunkan secara kontinyu

dan jika u(t) adalah fungsi kontinyu piecewise, maklusi unik untuk (3.14) untuk X)Xt

= Xp ada.

Untuk sistem waktu diskrit kita memiliki model:

Model-model Ruang-Keadaan (waktu diskrit)
X(tir1) = F(X(t), u(t)) k=0,1,2, .. (3.15a)

Y (t) = h(x(%), u(%)) (3.15b)
U(tx): input pada waktut sebuah vektor kolom berdimensi m
Y(ty): output pada wakty,.tsebuah vektor kolom berdimensi p
X(ty): keadaan pada wakty sebuah vektor kolom berdimensi n
Model dikatakan berorde n. Untuk nilai awalXE Xo, (3.15) selalu memiliki sebug

solusi unik.

Model — Model Linier
Model (3.14) atau (3.15) dikatakan linier jika f() dan h(x, u) adalah fungsi — fungsi
linier dari x dan u:

f(x,u) = Ax+Bu (3.16a)
h(x,u) = Cx+ Du (3.16Db)
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Disini matriks memiliki dimensi berikut

A:nxn B:nxm

C:pxn D:pxm
Jika matriks — matriks ini independent terhadaptwakodel (3.16) dikatakan linier dan
invarian terhadap waktu. Beberapa fakta tentangemedmodel linier dan invarian

terhadap waktu dirangkum dalam Appendix A.
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