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Fungsi Khusus dalam bentuk PDB

terdiri atas :

0 Polinomial Legendre dalam berbagai jenis
0 Fungsi Bessel dalam berbagai bentuk

o Polinomial Hermite

o Polinomial Laguarre

0 Semua point di atas diperoleh dari solusi-
solusi Persamaan Differensial (PD)
Laguarre, PD Bessel, dst



Diperlukan pengetahuan tentang metode-
metode untuk mencari solusi: PD :

0 Telah dipelajari metode analitik untuk
mencari solusi PDB orde I dengan PDB
orde II dikenal :
= Metode pemisahan variable
= Metode linier orde I

Metode PD homogen
Metode Bernoulli )
Metode reduksi orde
Metode Variasi parameter }

0 Metode aproksimasi dengan deret pangkat

» | PDB ORDE |

PDB ORDE Il




Mencari Solusi PDB dengan metode
deret pangkat

o Solusi PDB = hubungan eksplisit antara variabel
terikat dan variabel bebas yang jika kita

substitusikan ke PDB yang bersangkutan akan
menghasilkan suatu identitas.

o Dengan metode deret pangkat kita misalkan :
y=Yax =a+ax+ax +ax +ax +..+ax
y'=0+a +2ax+3ax +4ax +...+nax"

y'=0+0+2a +6ax+12ax +..+n(h—Dax”

Sudah dibahas dalam deret pangkat




Persamaan Diferensial Legendre

L-x)y"'-2xy'+/(/ +1)y =0 — metode deret pangkat = le a X'

Solusi :

(0 +1)
|

y +€(€ +1) + (¢ -2)(¢ +3) " _j

y:q@— 2

+a1(x_ (==, (+D+(+2( =~ . _'"j’L"'

3! ol

Dengan menggunakan tes rasio maka deret ini memiliki
selang konvergensik’ <1 dan tidak konvergensi untuk

X =1



Polinomial I.egendre

¢ — suatu konstanta sebarang
¢ =0= y=a +deret pangkat dengan koefisieg
¢/ =1= y=ax+ deret pangkat dengan koefisien

(=2=y=a,(1-3x°) + deret pangkat dengan koefisian

_ _ o,
(=3=y=a(x- 3 X')+ deret pangkat dengan koefisi&n



Secara umum setiap nilai £,

dihasilkan suatu deret pangkat dan lainnya suatu polinomial
dimana deret pangkat yang dihasilkan bersifat divergen pada nilai

X" =1 . selanjutnya jika nilai-nilaid, dan @
Pada setiap polinomial dipilih sedemikian rupa sehingga
y=1 untuk X’ =1

Maka akan dihasilkan suatu polinomial yang disebut polynomial
legendre ditulis dengan

P (x)



Polynomial Legendre

Ll r=0=vy=a

l=all=>a =1
R(X) =X



|—|€:2:>y:a0(1—3x2) HVE 3=> Y= a(x—§x)

\,
1=a(1-30)°) 123@‘)
1=a/(-2) 3
g =1 q =_5
2 .
P(x) = _;(1_3X2) P(X) = —2(x—2x3j
1
P(¥) =2 (3x -1 :3(5 . _ j
2 P(X) S| 3% X

3., 1



Formula Rodriguez :

p00= 5 9 o -1f =2 @0 = R() = X

P9 = i o0 = = - (abe ~21)|= 5[ 5 (o 1)

2°2! dx’ dx

P.(X) = é(4x(x2 ~1) + 4x(2x)) = %(4x2 -4+8x?) = =(12x*-4)

8
= P.(X) :gxz —%



Fungsi Pembangkit Polinomial .egendre

Fungsi pembangkit polinomial legendre dirumuskan sebagai berikut :

Disebut pungsi pembangkit polinomial legendre karena dari 1
Ini dapat dibangkitkan polinomial legendre.

Misalkan : 2xh—h* =y

Maka dy) — (]_— y)_i gunakan uraian deret binomiéﬂ_+ x)Io

1 3
S TRV RV I
Ay) FoYRCY



Substitusi kembali:

y =2xh-h*
dx,h)=1+ xh—%hz +g(2xh—h2)2 +...

¢(x,h) =1+ xh— =1’ +2(4x2h2 —Axh° +4h*)+ ..

¢(x,h)=P,(x) + hR(x) + h*P,(X) +..



Fungsi Pembangkit Polinomial Legendre berguna
untuk mencari hubungan-hubungan rekursif
polinomial legendre:

a) (R.(x) = (20 ~1xP_, () = (£ ~1)P_, (%)
b) xP' (X)—P'_, (X) =/P (X)

¢) P (X)=xP'_ (X) =/P_(X)

d) (1= )P, (X) = (P, (x) = (xP(X)

e) (20+DP () =P, (x) P (X



Buktikan hubungan rekursif a)

Q= (1— 2XN + hz)_;

gﬁ:—;(l—ZXh+h2)'g(—2x+2h)
_ + h? a_¢: —

(1-2xh + h?) o (x=h)e

Tetapi @= i h'P(x)



Maka:

(1-2xh + hz)%g) h'P(x) = (x- h)go h'P (x)

(1-2xh+ hz)g) /h™P(x) = (x - h)g h'P (x)

™ P(X)—2xvh P (X) +h*/h™P(X) =xh P (X) —hh P (X)
/h"™P (X) = 2x/h'P (X) + /h™P (X) = xh'P (X) =P (X)
R 2 ~JhR, (9 +{¢~2n*R, () =xH"P, (X ~h"P_ (¥

(P(X) = 2X(¢ =DP_ (X) + (¢ = 2)P_,(x) = xP_ () = P_,(X)



Atau:

IR, (x) = (20 ~1)xP_, (%) = (£ =1)P_, (%)
P(x)=1,
=2 5 2P () =(212-1)xR(¥) - (DR, (X)

2P (x) =3x[x-1

3 1
P(X)==x"—-=

P(X)=x"



Nyatakan x — x°> dalam kombinasi linier polinomial-polinomial
legendre!

5 3 2 3
I33(x):§x3—§x XB:ER”(X)+§X
2 3 2 3
X=X =X—-| ZP(X)+Zx |=x—-ZP,(X) - = x
(5 2 (X) c j c 2 (X) c
2 2
=—X——=R(X
2

=2(R(x) - R,(x))



Ortogonalitas Polinomial I.egendre:

Dua buah vektor dikatakan ortogonal jika keduanya saling tegak lurus
mengapit sudut 90 Menurut perkalian titiKdot product) dua vektor
yang ortogonal memenuhi :

Ae B = ‘AHB‘COS9OO
AeB=0

Karena A= AT+ A ]+ Ak

Maka A[B=AB +AB, +AB =0 atau

>AB =0 - 3D

=1




Secara umum dua buah vektor yang saling tegak lurus memenuhi
>AB =0

Analogi dengan itu jika kita memiliki dua fungsi kontinu yaitu

A(X) danB(X) maka kedua fungsi tersebut akan saling ortogonal
dalam selanga,b) jika memenuhi:

[ A(X)B(x)dx =0

JikaA(X) B(x) merupakan fungsi kompleks maka syaf{x)
danB(X) orthogonal ditulis sebagai berikut :

[ A(X)B(x)dx =0

A’(X) — kompleks berkonjugat dengaf(X)



Jika kita memiliki himpunan fungd (X) dimanan=21,2,3,....dst

~Om#n

[A()A (X)dx= <

- konstanta jikam=nNn #0

maka fungsi-fungsiA (X) disebut himpunan fungsi ortogonal



Contoh :

i O;m#n

[sinnxsinmxdx = {

- nm=n#%0

Maka sinnx merupakan himpunan fungsi-fungsi yang ortogonal

dalam selan (_ 77,77)
} P (X)P.(x)dx =0 kecuali untuk ¢ = m

Pertanyaan apakah?
P (X) ortogonal dengarP, (X)

P (X) ortogonal dengar, (X)
P, (X) ortogonal dengar ()



Bukti:

PD Legendre(l— Xz)y"—2xy'+€(€ + 1)y =0

= y=P(Xx)

1-x2 )P (x) - 2xP ()~ £(¢ + )P, (x) = 0
[ (;jx[(l— X P ()| + (¢ +D)P(x) =0  atar

00 i([(l— x2)P ()] +m(m+1)P.(x) =0

u Pm<x>{jx[(1—xz)e'<x)]+€(€+1)Fz<x>} =0

n Da(x){[%(l—xz)mx)}m(m+1)Pm(x>} =0



Selanjutnya

dikurangi

didapat :

R0~ [1-%)P ] -P09 < [= )R] [+ -+ iR (9P =0
dx dx

dua suku pertamp] [ ][] menjadi:

& 1-x YRR () -PRR W) [+ -nfmellP(9P(9 =0

Kemudian lakukan integrasi

i{(j’x[(l—xz)(a(x)e'(x)—Fz(x>a'(x))]+

N

51

untuk seIang(—jL]_)

2N

Y
Suku |

Zﬁ(f+1)—n(m+1)]a(x>e(x>}dx:o
Y

N
Suku [l




Suku | = jl(;j—x[(l— X )(P,(X)P."(x) = P.(x)P," (x))Jox

=[[L-x*)(P, ()P (0 -P(x)P, (M), =0
Suku Il =[¢(¢ +1) - m(m+1)]{ P (x)P, (x)dx

Sukul+Sukull=0

0+[¢(¢ +1) - m(m-+1)]] ()P, (x)dx = 0

0 =0

N (=T




Polinomial-polinomial legendre merupakan
fungsi-fungsi yang saling ortogonal:

e |

1) _1 (_1)_
_lei(x)Fi(x)dx _jlxdx (3 j_l—g ( j



Normalisast polinomial legendre

Vektor satuan

_ A —> Besarnya satu satuan
0=

\ disebut proses normalis:
tinjau untuk fungsi

| A)AX)dx = [|AX)dx = N

Berapa normalisagl(x) dalam selanda,b) ?



Jadi jikaA(X) dinormalisasi dalam selafg,b)  maka

A(X) dikali dengan N setelah dinormalisas

AI(\IX)niIainyazl

Iil disebut faktor normalisasi



Contoh:

Tsin nxsinnxdx = 77 = (\/7_1)2

-7

Normalisas fungs SINNX? N =+/n

Faktor normalisasi fung§innx ? ==, /—

\/Isinnle
T



Berapa normalisasi untuR (x) ?

Hubungan Rekursif Polinomial Legendrex®)’, (x) — P',_, (x) = /P (X)
Kalikan [] denganP (X)

(RX)P(X) =xB ()P, (x) - B (Xx)P (x) U0

integrasikan untuk selang—1,1)

(IP()P (x)dx = [P ()P’ (x)dx~ [ P (X)P., (X)X

NG

V

¢IP.(X)P (¥)dx = [ XP.(x) P (x)clx ’

'

bypart  [udv



U=X — du=dx
dv = P.(x)P'(x)dx = P.(x)d(P.(x))

vz (P()

Ruas kanan dengan integbgpart:

EX(B(X))Z} —%fPf(x)Pg(x)dx dengan demikian:

1

ﬁiB(x)B(x)dx:Bx(e(x))Z} -~ IPOOP (X

-1

1) 21 S YR
(mzjfﬁ(xm(x)dx—z(e(l)) +2(P(-D)



L 1
Jadi JP(IP.(x)dx = 1

4 pil

2
PP (=~ =
A S 2+1 20+
2
Berapa normalisasi untuR (x) ? N = 2
20+1

1 2/ +1
2

Faktor normalisasi ? N =



Fungst IL.egendre yang Diasosiasikan

PDB yang mirip dengan Legendre

2

2

(1—x2)y”—2xy+[€(€+1)- i }y=0 dengan m?* < /¢°

1-X
- A _ T ar
PDB ini memiliki solusi: y = (1—X")? v

X

Solusi ini disebut fungsi legendre yang diasosiasikan yang ditulis
sebagai :

P (x)

m

P"(x) = (L-x*): — P.()

m



Formula Rodriguez untuk mencari

fungsi legendre yang diasosiasikan :

m 1 2\ d“m 2 ¢
P = (=) (=)

Untuk M negatif fungsi legendre asosiasi dapat ditentukan
dengan formula sebagai berik

(¢ —m)
(¢+m)

P (x) =(-1)" P"(X)

Fungsi P™(X) untuk setiapm merupakan himpunan fungsi-

fungsi yang orthogonal pada selahd) sehingga :

1
j P™(X)P™(x)dx =0,/ # n
-1



Normalisast fungsi Legendre yang
diasosiasikan adalah :

2 (¢+m)
20+1 (¢ —m)

PDB legendre diasosiasikan sering juga ditulis dalam bentuk

[ PLOOPM (k=

sebagai beriku

1 d (siné’dyj{é(f+1)— m }y:O

sin® @ dé dé sin® @

Fungsi ini diperoleh dengan menggant = CO<&

P'(cosf)?



P’(cosd)?

o AL d ' ‘
H ()() = (1— X )2 & I:1()() Pll(x) = \/(1—CO§ X)
P(x) = /(sin’ x)

Pll(x) = SiN X

Ri(x) = (L- Xz);%(x)

P'(x) = (1-x): 01

P (x) =/(1-x*)



PDB Bessel
X'y"+xy'+(x* = p*)y =0

P adalah konstan, tidak perlu bilangan bulat, disebut orde
fungsi Bessel. Dengan menggunakan metode deret pangkat,
PDB bessel dapat dicari solusir

Solusi pertama yang memenuhi PDB bessel adalah

y=stie o] oty rvls) areralo) arerala)

atau

y:a"zp@pr(ﬂ p){F(J)F%H o r(2)F%2+ o @ ' F(3)F%3+ D @ ) F(4)F%4+ o @ " }




Jika dipilih
m 1 1
y=4a, = Zpl_(l_l_ p) atau &, = >0 P

Y disebut sebagai Fungsi Bessel

Maka:

Jenis pertam: yanc ditulis sebage J . (X)
Dengan demikian :

W :m@p _lepr)@m F@F%3+p( j Z‘1'(n+J)F(r:+1+p(ij

Solusi kedua yang memenuhi PDB Bessel menghasilkan fungsi
bessel jenis kedua sebagai berikut :

1% = (Xj
2 F(n +)r(n-p+1\ 2




Hubungan

J (x) dand_ (x) - I, (¥)=(-1)3, (X

corals) ravals) raraly)-
° ror@\z2) rr(2lz2) rEr@e)lz2) -

x> X X°
-t - +...
4 64 64[(36

4




Hubungan Rekursif Fungsi Bessel

a) d. -
~ b, (0]=x3,.,(9

d
b) -p — P

dx[x Jp(x)] X"J . (X)
) 3,,00+3,,00==P3,(9

) 3,.(0=3,,(9=23,(x

&) J '(X) = —ng(x) +J (%) :ng(x) -3 (%)



PDB umum yang solusinya mengandung

fungsi bessel

1-2a

y'+ y {(bCX“)Z +

Solusinya Y= )(aJp(b)f)

y"—l y'j/4+12)y =0
X X
2c-2

X" = X
1-2a=-1 Dbc*=4
2a=2 ') =4
a=1 N =+2

a —!:)c }y:O
X
y = xJ,(2x)
c-2=0 & PC=1
2c=2 ( ) F) Cl)
c=1

\
="



Jenis-jenis lain fungsi bessel:

a) Fungsi Bessel jenis ketiga disebut fungsi Henkel

H”(x)=J,(X)+iN_(x)

| }Bandingkan dengag™ = COSX £1SINX
H?(x)=J (x)—iN_(X)
cod7p)J,(x) = J_,(x)

di sini N, (X) =Y, (X) = sn()

b) Fungsi Bessel Hiperbolik

| (¥) =i7PIp(ix)

K, (X) = ; 7 PH 9 (ix)



c) Fungsi Bessel Sperik

TOERCSINEE x( j(s'”xj
xdx

v,09= 1Y, 1)(x>——x( j(cong
xdx X

h® (%) = 3,(x) +iY, (X
h?(x) = 3,( =Y, (%)



Ortogonalitas Fungsi Bessel

[xJ (ax)J_(bx)dx=0;a# b
a danp pembuat nolJ (x)

Diketahu Jl(x) :\Fsinx
2 TX

Dengan menggunakan hubungan rekursif Fungsi Bessel.
Cari

J,(X) kemudian cariy (x),J (x)

2

J(X) =7

2



J,(X) =

g 1 _ 2 ( XCOSX—SInX
o[ eisgn [ soemt e
3{ (\/zsmxﬂ:—xz\l (X) J(X) \F(Smx—cmxj

SRR e T BT {287 g 2
—X;( {Slnx}:‘ls(x)\j
rax| X ;
Jl(x):\/733()():F&;\F(xcosx—sinxj:xcosx—sinx
2X 2X Vi NG 2




Fungsi Hermite

Persamaan Differensial untuk fungsi hermite :
y,"-Xy, =(2n+1)y,;n= 0123

Solusi PDB ini adalahy, = e? e™ disebut sebagai fungsi Hermite

dx" 2
Jika fungsi hermite ini dikalikan denga(»— ]_)” e?
akan didapat polinomial hermite

H (0 =(-1)'e” e~




Untuk N =0,1,2,... didapat

H,(x) =1
H_(X) = 2X
H_ (X) =4x° -2

Polinomial hermite memenuhi persamaan differensial hermite
y,"=2xy'+2ny =0
Ortogonalitas polinomial hermite

je'XZHn(x)Hm(x)dx:O; nZzm=0



Normalisasi polinomial hermite

[e*H (\)H (X)dx=+/m2'n;n=m
Fungsi pembangkit polinomial hermite

2xh—h? = h'
() =€ =SH, (0

Hubungan rekursif polinomial hermite

A H,(x) =2nH __(X)

o) H,.(X) = 2xH (X) = 2nH _(X)
H, (X) =2x(2X) —2=4x" -2




Fungsi Laguarre

Polinomial laguarre merupakan solusi dari PDB :

Xy +(1-x)y+ny =0
Dapat dicari dengan formula Rodriguez sebagai berikut :

1 . d°
L) =
Untuk n=012,... didapat:
L (x) =1
L (X) =1-X
»

L (X)=1-2X+—
(¥ 5

x”e‘x)

n



Ortogonalitas polinomial laguarre

[e"L (XL (X)dx=0;n £k
Normalisasi polinomial laguarre
je‘XLn(x) L, (X)dx =1 n=k
0

Fungsi pembangkit polinomial laguarre

xh
(1—h) 00

AX h)— :ZL (x)h"




Hubungan rekursif polinomial laguarre

3 L, ()-L', () +L,()=0

) (N+DL_(x)—(2n+1-x)L (x)+nL_(x) =0

o0 XL' (X)—nL (x)+nL_(x)=0



HAVE FINISHED...

Go to the next concept...



