26

Berdasarkan apa yang sudah kita pelajari dalam db#agiatan belajar 1, maka dapat
kita simpulkan sebagai berikut : ruang Hilbert atlaluang vektor linier dengan dimensi
tak hingga yang memiliki produk skalar dan berddagkap. Elemen - elemen dari ruang
Hilbert ialah vektor ket dan vektor bra. Hubungataga vektor ket dan vektor bra adalah

antilinier. Analogi ruang Hilbert dengan ruang fengelombang adalah sebagai berikut

@ O ruang gelombang- |¢)00. Suatu se{|Ui>}dikatakan basis dalam ruarig bila

setiap|¢) 00 dapat dijabarkan kedalam basis tersgggt=>'C,|U;). Dua hubungan

antar basis dalam ruangl adalah orthonormal dan relasi closure. Suatu vekto
dijabarkan ke dalam komponen. Suatu vektor dijadrakedalam komponen — komponen
vektornya, sedangkan suatu operator dijabarkan eleimen- elemen matriksnya.

Representasi matriks suatu vektor ket ialah bermatiks kolom, sedangkan vektor bra

berupa matriks baris. Berdasarkan haltersebuat rpekisalian sklar dua vektor ket

adalah berupa bilangan. Elemen — elemen matri&tu soperator dalam bas{]sUi>}

didefinisikan sebagai berikufU, |,54Uj> = A, . Matriks — matriks dari sebuah operator

mempunyai sifat — sifat diantaranya simetris, amitris, orthogonal dan lain- lain.
Representasi keadaan suatu sistem dalam ruangrtHitieaurut notasi dirac ini umum

digunakan dalam menjabarkan permasalahan- perrhasat@aekanika kuantum.

Pilihlah satu jawaban yang benar untuk soal —da@lno. 1 — no. 4.
1. Hermitian adjoint dari permnyataan beriku(|A @)V |W) ( dengan A adalah
operator dam bilangana kompleks) ialah
A AW AT g}V W)
B. A {V|W){¢|A¥)
C. AWV)g|Alg)
D. Aw|Ag)W|V)

2. Manakah diantara matriks — matriks dibawabh ini yaagnitian

A (zal _34j
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1 iv2
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5 (23
14 —2ij

3. Manakah diantara operator- operator matriks dibawiayang bersifat uniter
A. T =¢€*, bila A hermitian

B. D= 1+|'§ , bila A tak hermitian

C. D= ~ , bila A hermitian

D. T=e™, bila A tak hermitian
A (B A Ay
4. Tarce dari operatoA berikut, dengamA=|a,; a,, a,; | ialah
85 85 dg
ail |]i22 |}33
a21 + a31 + a32
a12 + a13 + a23
8y, + 8y, T8,

00w >

II. ESSAI
1. Fungsi eigen dari operator hermitidd ialah |¢/n>. Kita asumsiskan bahwa
keadaan |zpn> membentuk basis orthonormal diskrit. Suatu operaﬂ)
didefinisikan sebagai berikut
U(mn)=|¢,) .|
a) HitunglahU(m,n)
b) Hitunglah komutator dafi, U (m, )|
¢) Buktikanlah(m,n)J *(p,q)=6,.U(m, p)
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d) Misalkan A adalah operator dengan elemen - elemen matriks

Aw = (W.|Aw,) buktikan lah bahwar=3"3" A i (m,n)

2. Representasi matriks untuk persamaan nilai eiggratddiungkapkan sebagai
berikut H|U,) =h|U,). Tentukanlah persamaan keadaan tersebut dalarkbent

matriks untuki = 4.

Kunci jawaban Tes Formatif KB 1

I. Pilihan ganda
1. C
penjelasan

W Ag) VW) = (vIw)' (@] Ag) A
N Ap)v W) = WV (g A g)x

| Ay (W) = A (wv)(g|A*|)
2. B
Penjelasan

Harus dibuktikan bahwa* = A™ = A

( ~2 i\/§]+ _( -2 i\/§JT* _(—2 —i\/§J* _( ~2 i\/§]
-iv3 6) (-iv3 6) (iv3 6 ) (-iV3 6
3. A

Penjelasan

Harus dibuktikan bahwalT* =1 atau DD* =1, untuk T =€* dengan A
hermitian.

T = (e”&)+ =e™ karenaAhermit makaA* = A, sehingga

T*=e™ =e™, maka

ﬁ+ — eiAe—iA -1

bila anda memilihT =e™ dengan A tak hermitian.T* = (e“;‘)+ =e*', karena
Atak hermit makaA* # A, makaTT* =eAe* =g* A 21
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4. D
Penjelasan
Lihat definisi trace suatu operator

TrA=Za1.

yaitu trace dari suatu operator sama dengan jundah elemen — elemen

diagonalnya.

a) U*(mn)=(w, ). |) =lw.)w.)
) [ﬁ,U(m,n)J:I:|L](m,n)—lj(m,n)|:|

O

[I:I,U(m,n)J=I:I|z//m><wn|—|wm><wn|ﬁ dari persamaan nilai eigen

H|¢,) = Eq|4.)
(¢.IH =(¢,[E,
maka persamaan diatas menjadi
[A,0 (mn)|= €|, )@ |- [0, E
[A.0(m )= (£, - €Y |
[F,6(mn)|= (E,, - E, ) (mn)

&) U(mn)3* (p.a) = e )Xo (v, oo |)

U(mn)*(p,q) = |, )@, |¢, )@, diketahui bahwa keadaany,)

membentuk basis orthonormal diskrit, maka

(Walyy) =3,
jadi terbukti bahwa
lj (m’ n).’j ’ (p’ q) = 5nq|wm><wp | = anlj (m’ p)
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d) bukti
A= And(mn)
A= XX Wl Avn el
214l A
[m)@n| AN e

A

(Al

A
A

Z
2

> >
TR
> B

2. HU))=h|u,)
produk skalarkan kedua ruas dengan b}asﬁ dari Kiri
(U;|H[U;) =h(U;|u;) gunakan relasi closure

(U|AOU)=h(u;u)
Z<Ui‘|:||uk><uk|ui>:hi<uj ‘Ui>

k
Zﬁjkaﬁ‘) = hiaj(‘)
k
untuk i =4 maka
h, 0 0 O 0 0
O h, 0 O 0 0
0O 0 hy; O 0|=h, 0
O 0 0 h, ..|1 1
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TRANSFORMASI UNITER

Transformasi Uniter
Transformasi Uniter ialah transformasi yang mengimgian dari satu basis ke

basis lainya dalam ruang Hilbert

basis lamd|u,)} —>  basis bar{t,)}.

Perubahan basis didefinisikan oleh komponen skesﬁi(ui |tn>

S.=Ult)  —  (87).=(8) =(t|v)
matriks transformasi S ini bersifat unitefS=SS" =1
buktikanlah bahwa S bersifat uniter
v' Transformasi Komponen — Komponen Vektor Keadaat) (ke
sekarang mari kita pelajari bagaimana komponen mpkmen dari sembarang

vektor keadaan dalam basis lama di transformagokeponen dalam basis baru

dan sebaliknya. Misalkan vektor keadagn semula dalam basis Ian{]aJi>}

ingin ditransformasi ke basis baﬂmn >} maka dilakukan sebagai berikut

(ta|9) = (. )
(ta]e) = 2.(t. Ui |9)

)=S0l

pada persamaan terseb(tllli|z//> adalah komponery dalam basis lamaS;
adalah matriks transformasi yang akan mentrans&ikaa komponery dalam
basis lama ke komponep dalam basis bar(t, |¢).

Kebalikanya dapat dijelaskan dengan cara yang sama
(Uilg) = y)
(Uilg) = 2200 [t )t @)

Uily) = 2 Sultal4)
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komponeny dalam basis barit,|¢) di transformasi oleh matriks transformasi
S, sehingga berubah menjadi kompongrdalam basis laméJ, [¢) .
Jika |¢) dan|y) adalah dua vektor sembarang dalam ruang Hilbekardangan

transformasi basis S, vektor — vektor tersebuamditformasi menjadip’) dan|¢')
sebagai berikut

|4)=S¢)

@) =S¢)

dengan transformasi seperti itu perkalian skalau&evektor tersebut tidak akan
berubah

(w|¢)=(w(s'S¢)=(w[s"S4)

(we)=(wilg)

(w|e)=(w|9)

bila kita misalkan|¢) =|#) maka akan diperoleh
(#|¢) = (4]9)

jadi dengan demikian Transformasi Uniter tidak médyah panjang vektor dan
sudut antara kedua vektor tersebut.
v Transformasi Uniter Komponen — Komponen suatu bra

Misalkan kita ingin mentransformasi komponen sudta yang semula dalam
basis lama(|U,) menjadi komponen bra dalam basis bagult,). Untuk

melakukan perubahan basis tersebut dilakukan Toanaki Uniter berikut :

(Wt =(whit.) = 2 WUt

(W[t.) =2 |U.)s,

dengan cara yang sama kebalikanya dapat dilakukarsfbrmasi Uniter sebagai
berikut :

(@]ui)=(whu:) = 2@t |V;)

wlui) =2 wlt)s;

v' Transformasi Uniter Komponen - Komponen Matriks tBu@perator
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Pada uraian sebelumnya anda sudah mempelajarniegaimenentukan elemen

— elemen suatu operator. Sekarang kita pelajaraibsma mentransformasi

elemen matriks suatu operator dalam basisi Iémaﬂu» menjadi elemen —

elemen operator yang sama dalam basis k@a,dlfklt@ atau sebaliknya. Untuk
melakukan perubahan tersebut dilakukan Transforbhaiser sebagai berikut :
(to|Atn) = (t, LOATL,,)
(to | Altn) = 2 20 (t U (U [AU U, [ty

i

= ZZ SiAS; = (S*AS),,

karena S bersifat uniter maka bisa juga ditulis
=YY SIAS,

A =(574).,

sebaliknya elemen - elemen matriksdalam basis largan dinyatakan atau
dijabarkan dalam elemen — elemen basis baru, md&kulkdlan Transformasi
Uniter berikut :

(U;|AU,) = (U, LAOU, )
(Ui |AU;) = E 20Ut )t At )
=22 S0 AnSy :(SA‘S )ij
atau
=2.2.S0AnSs
A :(SAS_l)iJ
Representasi Energi
v Kotak satu dimensi
Dalam representasi energi, Hamiltonian adalah dialgoRepresentasi ini
mencakup basis berupa fungsi —fungsi eigen daniatpre Hamiltonian. Dalam
modul pengantar fisika kuantum atau dalam fisikademo, anda sudah

mempelajari bagaimana menentukan fungsi eigen daneigen dari partikel
yang terperangkap dalam kotak satu dimensi . Epargikel diungkapkan oleh
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h2
E, = ~=En’
32m,L

dengan fungsi eigen atau spektrum fungsi eigen

2 . nNIK
= |—sin—
@, \/L 1

Basis dimana Hamiltonianya diagonal ialah

21 . & . 21k . 31K
B:W/— sin—,sin—,sin—,....
L L L L

dan representasi Hamiltonianya adalah

100 0
0 400
H=E|l0 0 9 O

0 00
n2

v" Osilator harmonik sederhana
Anda sudah mempelajari bagaimana menentukan spekmilai eigen dan
spektrum fungsi eigen pada permasalahan osilatomdmas sederhana satu

dimensi dalam pengantar fisika kuantum. Spektrungdu eigenya diungkapkan
oleh

—E,BZ
4,(8)= A0, (Be 2
denganA, adalah konstanta normalisasi

dan O, (8) adalah polynomial hermite.

Untuk osilator harmonis ini basis yang mendiagomalldamiltonianl—] adalah

B :e_;{Aﬂl,AZDZ,...}
B={1)/2)/3..)

Spektrum energi dari osilator harmonis satu dimemsidalah

E, = [n +1jha)= [2n +1jha)
2 2

reprexentasi matriks dari Hamiltonian ini adalah
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1 0O 0O
2
0 § 0O
H=ha 2 5
0O 0 — 0O
2
0O 0. .
2n+1

2

v' Operator posisi dan Momentum
Sekarang marilah kita hitung representasi matriksi @perator posisi dan
operator momentum untuk osilator harmonik dalam reggntasi energi.
Hubungan antara observable atau besaran dinasiE gam momentum dengan

operator — operatornya ialah

N /ma)
X= —X
h
.1 0
NMiw
sedangkan untuk Hamiltonian ialah

H =haH

didefinisikan operator kreasi dan anihilasi yangotksikan oleha"dan a

hubungan kedua operator tersebut dengan operas@@i pgan momentum adalah
sebagai berikut
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Bila operator kreasi dan anihilasi itu dioperasiygada sembarang vektor ket

maka
¢n> = \/m-| ¢n+l>
dg,) =Vn|g,.,)

Dapat kita lihat bahwa operator kreasi akan memaikadangkan operator

anihilasi menurunkan. Bila kedua operator itu dér@gikan pada vektor bra maka

<¢n = \/ﬁ<¢n—1|
(¢ [a=n+1g,.

Sekarang tinjau suatu observable bekerja pada saktor ket

X0,) =\ —59.)
400 = 7 @ +al9)
46,)= e 19,) +elgn)

46,)= | 19,9,

Repersentasi matriks dari operator posisi terseltah
h
(B X80} = | o A 100, |8, + V(8] 4.}
/ h [ —
= H){ I’]-'-:l'ék,nﬂ +\/ﬁdk,n—l}

Dengnan k dan n adalah integer positif

Representasi matriksnya ialah

0 V1 0 ©

h\/io\/io

x=.—0 J2 0 43
2mwo

0 0 43 0

sedangkan untuk operator momentum ialah



x/—lﬁl #.)
(a - )¢n>

e,
P,

IT

e,
TAL ,/ Ol n+1g,..) f|¢nl>}

representasi matriksnya ialah
<¢k | p|¢ > 1/ Zw{\' n +1<¢k |¢n+1> _\/ﬁ<¢k |¢n—l>}
P =iy TSNy =G )

VI 0o o0
J2 o0
0 3
-J3 0

|
o O o
=
|
OQ‘O
N

v' Representasi matriks operator kreasi dan anihilasi

dari persamaan sebelumnya
a+ ¢n> = n+1|¢n+l>

kalikan dengan |¢k> dari sebelah kiri maka

<¢k a ¢n> = Vn+1<¢k|¢n+1>
a|:-n = n+15kn+1

matriksnya ialah

37
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o O O O

dan untuk operator anihilasi

a¢,)=Vn/¢,.)

(¢ lelg,) =Vn(p|¢,)
al:n = \/HJK,n—l

matriksnya adalah

041 0 O
_[o 0 J2 0
0 0 0 43

Jn
kita dapat mempelajari lebih jauh bagaimana pergayperator kreasi dan

anihilasi terhadap fungsi eigen. Sudah kita pealsgabelumnya bahwa fungsi

eigen — fungsi eigerﬂ n)} untuk Hamiltonian osilator harmonik adalaha vektor

kolom dengan elemen yang tak nol hanya pada bers k1) seperti berikut

1 0 0

0 1 0
9=|0| [H=jo| [2=|1
0 0 0

keadaan eigen bergantung waktu dari operéitmtdalah

w,(xt)=e""2|0)
1

unfet) =e™
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W, (X,t) — e—3i%1/2|1

Nug

o - O

p(xt)= e

w(et)=e 72
0
0
1

W, (xt) = e

Sekarang kita coba operasikdndan &" pada ket diatas misalkan pa@a untuk

operator anihilasi dapat diungkapkan sebagai beriku

01 0 0 0 ..)oO
0 0 V2 0 O 0
42)=/0 0 0 3 0 ..|1
0 0 0 0 4 ..|0
0
1
42)=+2 0
0

Dapatkah anda melihat bagaimana pera@aahternyata operator menurunkan
fungsi eigen yang asalnyg?) menjadi|1) . operasia” pada ke{2) adalah

0O 0 0 0 ..\0

Vi 0 0 o ..o
&'2)=| 0 V2 0 0 ..|1
0 0 3 0 0
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4'12)=+3

= O O O

a'[2) =+3[3)
Ternyata operator kreadi” yang bekerja pada fungsi eigﬁ) , hasil operasinya
mengakibatkan fungsi eigen menjadi bertambah atak yaitu jadi |3> Dari

kedua contoh itu anda dapat menyimpulkan bagaimpangaruh kerja operatar

dana’ pada suatu fungsi eigen.

LATIHAN

1. Tunjukanlah bahwas dengan elemen — elemen matrigs = (tn|Ui> adalah uniter.

Dimana set basi§it, )} dan{u, )} adalah lengkap dan orthonormal.

2. Tunjukan bahwa perkalian skalar tidak berubah défatwansformasi Uniter.

3. Elemen — elemen matriks dalam ba{ﬂsi}} adalah B, :(Ui|I§|Uj> sedangkan
basis{|t,)} adalahB,, =(t,|t,) . Tunjukan bahwas,, = ($85*),. = (¢, |Blt,,)

4. Tentukanlah matriks komutato[rx, p]untuk osilator harmonik dalam representasi
energi. Gunakan reperesentasi matriks unfudan p yang sudah kita peroleh

sebelumnya.

5. komponen vektor|¢)dalam basis lama dinyatakan oldb, ) . Nyatakanlah

komponen vektor tersebut dalam term basis Iﬂa@}



41

Rambu — Rambu Jawaban Latihan

1.

3.

4.

5.

Anda harus menunjukan bahwe(S‘l)ni = (é* )m =(s, ) atau yang setara dengan hal

itu adalah anda harus menunjukan bahwa
. =0.
ji ji

I = ZSJH(S'l)m
I = Zsjn(sln)*

kemudian gunakan definisi matriks transforma&si
Misalkan ¢'= é(//dan @'= §¢ . Anda harus membuktikan bahwa

wle)=wle)

Anda harus menempatkan operator identitas dalams {jm)} pada operatoB, .

By = (ta[Bltn) = (t, LB Olt,,)

B =Zz<tn|Ui><Ui BlU; (U, [t

gunakan cjiefinisi matriks transformasi s dan defieismen matriks suatuoperator .

kemudian jumlahkan untuk seluriibdan j

Anda harus menghitung
(¢ [[x p]#,) gunakan definisi komutator

(B [x0—pX8,) = (8, |x0[B,) (8, |PX &,

gantikanx dan p masing — masing dengan komutsinya kemudian kalikan

xp = |- JmheoRp = 12
mow

px = /M, |- & = 72 p
maw
kemudian ganti

>A<:i(a+ +a)

J2
P Y
=—|a"-a
p=—la-a)
hitung Xp dan px .

Hasilnya subtitusikan pad@, |xp|¢,) dan(g,|pX4,) lau hitung.

Tuliskan (U, |¢) lalu masukan operator identitas dalam basis baru.
U, @)= llw) => (U, |t,)t,|w) dan seterusnya.

n
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RANGKUMAN

Kita dapat mengubah suatu basis lama ke basis tangan menggunakan
Transformasi Uniter . dengan Transformasi Unitei joga kita dapat
menjabarkan komponen suatu ket ke dalam basisdaarisebaliknya. Selain itu
kita juga dapat mengubah elemen — elemen matrikssdatu operator dalam
suatu basis menjadi elemen —elemen matriks datu sayerator yang sama tapi
dinyatakan dalam basis lain dan sebaliknya.

Transformasi Uniter itu sendiri ialah transformgang menghubungkan dari
suatu basis ke basis lainyadalam ruang Hilberubizdran basis didefinisikan oleh
komponen — komponen spesifiknya, yaitu melalui rkatperubah basis. Matriks
perubah basis ini akan memproyeksikan dari suasilda&s basis lain. Matriks
perubah basis itu bersifat uniter. Dalam kegiatatajar ini juga kita sudah
mempelajari bagaimana menentukan elemen — elemérnksnguatu operator
dalam representasi energi. Dalam representasi ienki@miltonian adalah
diagonal. Representasi ini mencakup basis beruopgsi — fungsi eigen dari
operator Hamiltonian. Beberapa contoh sederharertséptak satu dimensi dan
osilator harmonik telah kita tentukan basis — bags dan representasi matriks

dari Hamiltonianya.
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Soal-Soal Latihan

1. Set ﬂUi>} adalah basis lama dalam ruang Hilbert dan{|$,e)} adalah basis baru.

Komponen suatu vektor semula dinyatakan dalam basis sebagai berikL{Ui |z//>
Bagaimanakah komponen vektor tersebut bila dingat@alam basis baru?
2. Elemen — elemen suatu operator dinyatakan dalans ey ialah (t, |At,).

Transformasikanlah elemen operator tersebut sehinggnjadi elemen operator

dalam basis lama.

3. Suatu operator kreasi" bila diopersikan pada sembarang ket akan memealasi
a+|¢n> = n+1|¢n+l>
Tunjukanlah relasi tersebut bilg, ) =|3).

4. Hitung representasi matriks operatot untuk osilator harmonik dalam representasi
energi.
5. Hitunglah representasi matriks opreratgd® untuk osilator harmonik dalam

representasi energi.

KUNCI JAWABAN Soal-Soal Latihan
L (ty)=(t )
(o) = 2 (6 Ui KU [4)
)= XS0, 0)
dengan(Ui |¢/> adalahkomponen vektgy dalam basis lama dag; adalah matriks

yang mentransformasikan kompongn dalam basis lama ke kompongn dalam

basis baru.

2. (U;|Au,)=(u,LAOuU,)
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<Ui IZ‘IUJ>=;|Z<Ui |tk><tk|'84tl ><t| |Ui>

AJ:ZZSIK'AHST
k |
AJZ(SAS+)U‘
0O 0 0 0 .)YO
Vi o0 o o0 ..o
+3>_o\/§o 0 ..|l0
1o o0 43 0 .1
0 0 0 V4 ..|o
0
0
0
*13)=+/4
a>\/_0
1

jadi terbukti bahwa
a’|¢,) =Vn+1d,.)

ataua’|3) =/4)U,)

. Dalam representasi energi hubungan antara obserpabisi dan operatornya ialah

. /ma)
X=,—X
h

X :operator posisi
x :observable
hubungan antara operator posisi dengan operatasikdan anihilasi ialah

>A<:i(a+ +a)

V2

sedangkan bila operator kreasi dan anihilasi dagikean pada sembarang ket, maka
a+ ¢n> =+n +1|¢n+1>
a'|¢n> = \/ﬁ| ¢n—1>
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dari dua persamaan diatas

X =%)(a+ + a)(a+ +a)
L(a a’+a'ataa’ +aa)

x? :L((a+)2 +a'at+aa’ +a2)
2ma

(9 |%°|#,) = %(ﬂ |(a+)2 +a‘a+aa’ +a’lg,)
(0.)¢l0, >=%{< P16+ (0o alg,) + (0 o'l ) + (0 o,
([, = A1+ 23, ., + 20+ 2, + VN =15, .,

representasi matriksnya adalah

S

3 00 0 .

0 5 0 12 ..
x2=%0\/€o70

0 00 9

. Dalam representasi energi hubungan antara obserwatnentum dan operatornya

ialah

maka dari dua persamaan tersebut

p= i\/@(a+ —a)
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p? = —%)(a+ ~a)a’ -a)

p* = —%)((a*)2 -a'a-aa’ +a2)

(P lp?|#,) = —%@k (' f -a‘a-aa" +a?g,)

00719 =="2% 0, [0 V16 - (0 laadg) - (0ol g} + (0.0l

(B |P%|0) = —%"{\/n +1Jn+23, .., - (2n +1)}5kn +Jn/n-13,

representasi matriksnya adalah

-3 0 0 0 ..
0 -5 0 412 ..
p?=-M@ 6 o -7 0
0O 0 0 -9

gooo
ogo—\@
2 = mhad
P V6,7
2 2
o 0o 2
2
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