PENDAHULUAN

Di dalam modul ini Anda akan mempelajari fungdbgeang spin yang mencakup:
matrik spin dan gerak elektron di dalam medan mia@ileh karena itu, sebelum mempelajari
modul ini Anda terlebih dahulu harus mempelajardoiacnomor 4 tentang elemen matrik.

Materi kuliah dalam modul ini merupakan dasar daateri yang akan Anda pelajari
pada modul-modul selanjutnya, terutama modul nddraari matakuliah Fisika Kuantum.

Pengetahuan yang akan Anda peroleh dari modekam barmanfaat untuk mempelajari
materi kuliah Fisika Zat Padat, Fisika Inti, Fisktom, Fisika Partikel, dan ilmu-ilmu Fisika
lanjut lainnya.

Setelah mempelajari modul ini Anda diharapakaratlagencapai beberapa tujuan
instruksional khusus, sebagai berikut:

Anda harus dapat

1. menuliskan momentum sudut dalam bentuk matrik

2. membuktikan bahwa matrik-matrik Pauli adalah amtikeatif
3. menghitung momen megnet sebuah elektron

4. menghitung frekuensi gereak presesi, dan

5. menghitung spin total dari sebuah sistem partikel

Materi kuliah dalam modul ini akan disajikan dalamtan sebagai berikut:

1. KB. 1 Matrik Spin. Di dalam KB. 1 ini Anda akan mpaiajari sub-pokok bahasan :

matrik-matrik momentum sudut, dan matrik-matrikrspauli.
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2. KB. 2 Gerak elektron dalam medan magnet. DalamXiBi Anda akan mempelajari
sub-pokok bahasan: momen magnet elektron, gerakgirelektron, dan penjumlahan dua
buah spin.

Agar Anda dapat mempelajari modul ini dengan bi&ikjlah petunjuk belajar

berikut ini.

1. Bacalah tujuan instruksional khusus untuk modul ini

2. Baca dan pelajari dengan seksama uraian setiaptéadielajar.

3. Salinlah konsep dasar dan persamaan-persamaangkatiialam buku latihan Anda.

4. Perhatikan dan pelajari dengan baik contoh-conta@lirmasalah dalam setiap kegiatan
belajar.

5. Kerjakan semua soal latihan dan usahakan tanpaanélinci jawaban terlebih dahulu.
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KB.1 MATRIK SPIN

1.1 Matrik-matrik momentum sudut.

Dalam modul nomor 4 dari matakuliah Fisika Kuan#inda telah mempelajari
representasi matrik dari sebuah operator. Di dahedul tersebut telah dijelaskan bahwa
representasi matrik (penulisan dalam bentuk matialk) sebuah operator A dalam basis-basis
yang terdiri dari eigenvektor-eigenvektor A adabenbentukmatrik diagonal. Artinya semua
elemen matrik dari operator A itu adalah nol kecel@men matrik a, a2, a3, &4, ...... , &n
(elemen matrik dalam arah diagonal). Untuk mengkegakembali marilah kita ambil contoh
operator-operator momentum suddtdan L. Di dalam koordinat bola,%dan L, memiliki
eigenfuncntion (fungsi eigen/fungsi yang tepat)' (3,¢) , dimana /¢ dan m masing-masing
adalah bilangan kuantum orbit dan bilangan kuamagnetik;9 dan¢ adalah sudut-sudut
polar. EigenfuncntionY,” (3,¢ ) ini adalah merupakan basis yang dimaksud di atas
Perhatikan bahwa eigenvektor diartikan sama deaggnfuncntion. Elemen-elemen matrik

dari L? dan L, biasa diberi simbol masing-masing dengan hlJrip‘,j.m, dan(L,) - Sebagai

contoh marilah kita hitung elemen matrik

m,/'m'

2
/m,/'m'

Di dalam himpunan basisY{{," (3,¢ })elemen-elemen matrik- dapat dihitung sebagai

beriktut:
1 2n
L = ((m|L?]0'm) = [d(cos®) [do Y"(9.4)7 L® Y'(9,0)
-1 0
I‘?m,l'm' = hz €(€+1) 6/5' 6mm' ! (1)

dimana d,,. dan 9, adalah fungsi delta Kronecker yang nilainya adakitagai berikut:

Fisika Kuantum-Modul 5 Kardiawarman 3



d,. =1ljika ¢=r

3, =0jika (#¢'

O =1jikam=m’

O, =0 jikamzm.
Jadi, persamaan (1) hanya akan bernilai 7 (¢ +1) jika dan hanya jikal =¢' dan m =m.
Artinya, nomor kolom = dengan nomor baris. Dengamitian, elemen-elemen matrik yang

bernilai #? ¢ (¢+1) adalah mereka yang terletak pada garis diagoatiik tersebut. Karena itu

matrik L?> disebut matrik diagonal.

Demikian halnya dengan matrik.[Element-elemen matrikL ,) . ... dapat dihitung

dengan menggunakan persamaan berikut:

(L) mem = (fm] Lz [£'m) = Jl'd(cosﬁ) Zqu; Y (®,0)" L Y8, 9)

(L) i =MA 0, 0, )
sehingga elemen-elemen matrik yang bernilai mdalah mereka yang terletak pada garis
diagonal, sedangkan elemen-elemen matrik lainng&hadol.

Cara menuliskan elemen matrik dari sebuah matidtadn sebagai berikut : baris-baris
dan kolom-kolom sebuah matrik disusun sedemikiga sehingga untuk setiap nila, m
bernilai mulai dari £ sampai # dengan selang 1. Demikian pula m’. Untuk setidg ni', m’
bernilai muali dari ' sampai #' dengan selang 1. Dalam hal ini m menyatakan dansm’
menyatakan kolom dari matrik tersebut.

Contoh :
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1. untuk ¢ =0dan¢ =0, nilaim=m' = 0, sehingga matrik E [0].
2. Untuk ¢ =1dan/' =1, maka nilai m = -1, 0, +1. Dan juga nilai m*X 0, +1. Nilai

elemen matrikL? adalah:

/m/'m'

L2

/m,'m'

= h? ((L+1) d,,.d,,, =2 h’ .Jadi matrik E dapat ditulis sebagai berikut :

2 00
L2= »%|0 2 0.
0 02

Ingatlah bahwa nilai m menyatakan baris, dan m’yatkan kolom. Elemen-elemen matrik
L? tersebut dihitung dengan menggunakan persamaan (1)
Contoh: element matrik®111= 7% ¢ (£+1)8/ ¢' S -
= h? 1(1+1)dy1, d11. = 21°% .

Dalam contoh ini, nilai kedua= 1, karena/= ¢',dan m =m".

Contoh lainnya adalah elemen matrﬁgd,ll. Dengan menggunakan persamaan (1) Anda dapat
menentukan nilai elemen matrik:b 1, sebagai berikut :
L1011= A% ¢ (£+ 1) 811 o1
=h®*x 1x (1+1) x 1 x 0 = 0. (catatan: x = operatadi)ka
Perhatikan dengan teliti urutan indek untuk keddan indek untuk £
Latihan:
1. Buktikan nilai elemen-elemen matrik lainnya.
2. Tentukan elemen-elemen matriklintuk ¢ = 2 dan¢' = 2. Petunjuk untuk menjawab
soal-soal latihan ini adalah sebagai berikut:

1. tentukan nilai-nilai m dan m’.
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2. gunakan persamaan (1) untuk menghitung elemen-eleméik L'jmv,g.m. .

Perhatikan bahwa elemen-elemen matrik yang betidiak sama dengan nol adalah
elemen-elemen matrik yang terletak pada diagonagikitarsebut. Karena itu, matrilké ldisebut

matrik diagonal

Dari contoh-contoh dan jawaban soal-soal latihaatas, Anda dapat menyusun sebuah

tabel untuk elemen-elemen matrik, ... . Tabel tersebut akan tampak sebagai berikut:

Catatan: angka nol yang dicetak besar menyatakarkmaatrik yang semua elemennya bernilai

nol.
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Selanjutnya marilah kita bahas elemen maftik ). ..., seperti yang ditunjukan oleh

persamaan (2) di atas. Marilah kita ambil contotukiry = ¢'= 0, dan untuk/= ¢'=1.

1. Matrik elemen(L,), , untuk /= ¢'=0.

Jika ¢ =0, maka m = 0, sehingga:

Elemen matrik(L,) e = (L2)oo,00= M 7 Spo. So.

Meskipun nilai kedu® = 1, tetapi karena nilai m = 0, maka

(L) imrm = (L2)oooo= 0.

2. Matrik elemen(L,),, , untuk ¢ = /' =1

Karena/? = ¢'=1, maka nilaim = -1, 0, 1 dan nilai m’= -1, Oséhingga banyaknya
elemen matrik yang dapat diperoleh adalah 9 buaty gebagai berikut :
a. Baris ke 1: ()11.11 (L)10.11 (L)1¢1)as
b. Baris ke 2: (l)11,10 (L2)10,10 (L2)1¢-1),10.
c. Baris ke 3: (k)11 (L) (Ldienyacn
Perhatikan bahwa indek yang bernilai negatif disimgi dalam tanda kurung (...). Dengan
menggunakan persamaan (2) di atas kita dapat ntangtke 9 elemen matrik tersebut.
Sebagai contoh, marilah kita hitung elemen matri( 1. Untuk elemen matrik ini kita
tahu bahwa nilai¢ = ¢' =1, dan nilai m = m’ = 1 sehingga elemen matmildiapat
dihitung sebagai berikut:

(L)1z11=m#n &1.01= h.
Sebagai contoh yang lain, marilah kita hitung elemeatrik (L;)10,1¢.1y Untuk elemen matrik

ini kita tahu bahwa nilai =¢'= 1, dan m = 0, m’ = -1 sehingga:
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(L2)10,1¢1y= M 7 &11.00(-1).
Disamping m = 0, jugay-1) = 0, sehingga nilai elemen matrik Ako 1.1)= 0.
Latihan:
Hitunglahketujuh elemen matrik lainnya untuk = ¢' =1 dari matrik L tersebut di atas.
Petunjuk:
1. Tentukan nilai-nilai/, m, /', dan m’ untuk setiap elemen matrik .

2. Gunakan persamaan (2) di atas.

Apabila Anda dapat menjawab soal latihan ini dergamar, maka Anda akan dapat

menuliskan matrik Ldengan elemen-elemen matrik sebagai berikut:

100
L,=#0 1 0
00 -1

Latihan:
Tentukanlah nilai-nilai elemen matrik untuk ¢ =/'= 2 serta tuliskan semua nilai matrik
tersebut dalam bentuk sebuah matrk L
Petunjuk:
1. Tentukan nilai-nilai m dan m’.
2. Gunakan persamaan (2).
3. Susun semua elemen matrik dalam sebuah matrik déwgentuan m = nomor baris, dan
m’ = nomor kolom.

Secara umum, semua elemen mafiik ), .. untuk matrik L dapat dirangkum dalam

sebuah tabel seperti di bawah ini:
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Selanjutnya marilah kita hitung matril tan L, yang merupakan komponen dari marik
L. Untuk menghitung matrik-matrik,L dan L, di dalam basis tersebut di atas Anda dapat
menggunakan matrik-matrik untuk operaterdan L_, yaitu sebagai berikut:

Lx=% (L. +L) dan L=-i2(L-L) (3).

Jadi tugas kita adalah menentukan matrik-matrikkibt dan L. Tetapi karena L=

LD_(Baca : L. sama dengan ajoin/sekawan dar) Imaka kita cukup menentukan salah satu

matrik saja, yaitu Lsaja atau L_ saja.
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Di dalam modul nomor 4 dari matakuliah fisika kuantAnda telah mempelajari

hubungan antara elemen matrik-matrik)(Lm ¢' v dan (L_ )/ m, ¢' v dengan fungsi

gelombangY,", yaitu sebagai berikut:

(La) fm e ={(0F M) (£ m + P2 7 87 4 B @)
Contoh: untuk/ =1 dan ¢' = 1 tentukanlah elemen-elemen matrik){k 11, (L+)11,10, (L_
)1011, dan (L_ Jo,10
Jawab:
Untuk /=1 dan/¢'=1 berartim=-1,0, 1 dan m’ = -1, 0, 1. Kardita hanya diminta
untuk menghitung elemen matrik matriki{k 11 (L+)11,10, (L_ ho11, dan (L_ jo10Saja,
maka nilai-nilai m dan m’ yang terlibat hanya 1 @dasaja. (Silahkan amati nilai indek dari
setiap elemen matrik tersebut). Dengan demiki@meh-elemen matrik tersebut di atas
dapat kita hitung sebagai berikut:
a. (L)1a1= {(1-1) (1+1+1)}"* 7 811500,
= 0.
Perhatikan bahwa nilai elemen matrik)is 11 Sama dengan nol tidak hanya disebabkan oleh
(1-1) saja, tetapi juga kerana nilai del{fayang juga sama dengan nol.
d. (Lo120={(1-0) A + 0+ 1)}? 7 811.80.
= nv2.
C. (L_)wu1={(1+1)(1-1+1)} 781.50.
= 2.
d. (L_)w010= {(1+0) (1-0 + 1)}** 7 8y1. Bocy -

=0, karen@o.1) = O.

Fisika Kuantum-Modul 5 Kardiawarman 10



Apabila Anda menghitung semua elemen matril {l» /' v untuk /=1 dan ¢'=1, serta
menuliskannya dalam bentuk matrik, maka Anda dageatulis operator Ldalam bentuk matrik

sebagai berikut:

0 vJ2 0
L.=h|0 0 +2| (5)
0 0 O

Demikian juga halnya dengan operator Cobalah hitung semua elemen matrik (Lyn)/' m
untuk /=1 dan /'= 1 dengan menggunakan persamaan (4) dan conédasgikemudian

tuliskan pula matrik L_. Matrik L_ tersebut akamizak sebagai berikut :

0 0 0
L =hs|+2 0 0] (6)
0 V2 0

Akhirny kita dapat menentukan matrik an L, dengan menggunakan persamaan (3),
(5), dan (6) di atas. Dengan menggunakan ketigeapsan tersebut kita dapat menghitung

matrik L, dan Ly sebagai berikut :

a Le=%(L+L)

02 o0 0O 0 0 0 V2 0
Lx:%00ﬁ+%x/§ 00:%\/5 0 2
0 0 O 0 J2 0 0 V2 0
010
=11 0 1] (7)
*/5010
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Perhatikan bahwa kita telah menyederhanakan panadisda akar untuk semua elemen matrik.

Hal ini karenaﬁ = i.

2 2
i

b. Ly= —— (Ls-L

y= =5 (Le-L)
ho\/thooohO\/Eo

Ly=500\/§-52005—\/§0\/§
0 0 O 0 V2 0 0 -v2 0
h01o

Ly=——|-1 0 1| (8)
N2l 1 0

Perhatikan bahwa—|—= +i_ .
2 2

5.2 Matrik-matrik spin Pauli.

Seperti kita ketahui bahwa momentum sudut suatikphdapat dibagi menjadi dua,
yaitu momentum sudut orbit (L ) danmomentum sudut intrinsik (S) atau sering disebspin.
Kita baru saja membahas representasi momentum sudakam bentuk matrik. Sekarang kita
akan membicarakan representasi S@hdalam bentuk matrik, serta akan mendifinisikan
matrik spin Paulid).

Vektor momentum sudut spin sering ditandai dengabal S (Perhatikan tanda
vektor). Sifat-sifat dari operator mementum sugu $ (Tanpa tanda vektor) adalah sama
dengan sifat-sifat untuk momentum sudut orbit. §abeontoh, hubungan komutatif antara

komponen-komponen,SS,, dan $ memenuhi aturan berikut:
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[Sw, Sl=ih S; [S,Sl=in S [S,, S]=in S, Disamping itu, seperti halnya
untuk momentum sudut L, kita juga dapat mendefaisioperator-operator
S, dan S_ untuk momentum sudut spin, yaitu sebag#iute
S =S+iS,. )
Demikian pula halnya dengan persamaan eigenvaluKiimjuga dapat menuliskan persamaan

eigenvalue untuk spin sebagai berikut:

52|S’m3> = hZS(S+l)|S’mS> ; dan $|S’m3> = hms |S’m3>. (10)

Perhatikan bahwa nilai-nilat?®s (s + 1) danz ms masing-masing disebsigenvalue dari &

dan S. Sedangkan vektorS Ms) disebuteigenvektor dari $ dan S.

Untuk sebuah nilai s tertentu, nilan adalah mulai dari —s sampai +s dengan step +hgaeb
contoh, untuk s = 1, maka nilasm -1, 0, dan 1. Untuk nilai s = 2, maka nilaji=+2, -1, 0, 1,
dan 2. Untuk s = 5/2, maka nilakm-5/2, -3/2, -1/2, 1/2, 3/2, dan 5/2.

Contoh partikel yang memiliki nilai spin s = 0 aalaineson, dan partikel yang memiliki spin s =

1 adalalfoton. Sedangkan partikel-partikel yang memiliki nilairsgi = 2 adalalelektron

proton, dannetron.

Selanjutnya marilah kita pelajari fungsi eigergégifuction/eigenstate) untuk partikel
yang memiliki spin %2, seperti elektron, proton, detron. Karena partikel-partikel tersebut
memiliki spin = %2 , maka gbernilai — %2 dan + %% . Selanjutnya marilah kitérdsikan fungsi

eigenuntuk s =% , yF Y2 dan s =%, gF - ¥ sebagai berikut :

o= |S:ms> = ‘l’+l> dan
2 2

_lsm) - |1_1
g=|sm,) ‘2, 2>. (11)
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Dengan demikian kita dapat menuliskan persamaameigue untuk $dan S sebagai berikut:
Fa=%hn?a; Sa=nl2a.
SB=%h?B; SB=-n/2p.

Operator-operator.Slan S_ dalam fungsi eigendan3 dapat ditulis sebagai berikut:

Sifsm,) =7 sfs+1)-m(m, +1)|sm, +1) (12)

S |smy) =#n sfs+1)-m(m,-1)|[sm,-1). (13)

Untuk s = %2, kita punya & ¥2 dan = - %2 . Jika nilai-nilai ini kita substitusikan kialam
persamaan (12) dan (13), maka kita akan mempepeletamaan untuk.$lan S_ sebagai
berikut:

a. untuk s =% dandw Y.

(S, +iS,)a =S |%.%) = 0; karena nilai di dalam akar = 0. (14)

(s.-iS,)Ja= S_|%.%) = n|%-%) = n B. (15)

Jika persamaan (14) dan (15) di atas kita jumlahkeaka kita akan memperoleh persamaan
(bukan persamaan eigenvalue, karena vektor sekielaualaha sedangkan di ruas kanan
adalahB):

Sca = (Y2 ) B, (16)

Dan jika kita kurangkan maka kita akan memperokisgmaan (bukan persamaan eigenvalue,
karena vektor sebelah kiri adalarsedangkan di ruas kanan addih

S,a=(/2)nB. 17
b.untuks =% dangyr -%2.

(S, +iS,)B=S |%,-%)= |%.%) = 1 a,dan (18)
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(S, -is,)B =S_%,~#)=0; Karena nilai di dalam akar = 0. (19)
Jika kedua persamaan ini dijumlahkan, maka Anda alendapatkan persamaan (juga bukan
persamaan eigenvalue):
SB=(")na, (20)
Dan jika dikurangkan, Anda akan mendapatkan peraartfiaukan persamaan eigenvalue):
S B=-(/2)na. (21)
Dengan demikian, kita dapat simpulkan bahwa peasaspersamaan untuk, &, dan
S, di dalam basist dan3 sebagai berikut:
Sca=(%)pB dan KB =(2)haq;
S,a=(/2)nB, dan $P =-(/2)ra. (22)
S, a=(*2)ia,dan $B=- (*2 )nP.
Catatan: Kedua persamaan untykli&lalam persamaan (22) adalah merupakan persamaan
eigenvalue.
Dengan menggunakan persamaan eigenvalue di aasufpaan 22), kita dapat
menentukan matrik-matrik yang merepresentasikarat@eoperator 5 S, dan $ di dalam

basisa danf, yaitu sebagai berikut:

_((ajs,|a) (as,|B))_ n(0 1))
> (Bs,|a) (Bls.[B)) 2(1 oJ
_ ((a[s,|a) (als,|B))_ in(0 -1
> lBls,la) (Bis, 8 ‘3(1 0J> (23)

SZ:(<0‘|SZ|O‘> (0‘|32|B>j:3(1 ojj

(Bs.la) (Bis.IB)) 2l0 -

Operator spin biasa didefinisikan sebagai berikut:
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6 ==S, dimanad merupakan operator spin PadéinS merupakan operator Spin

SN

Dengan menggunakan persamaan (23) kita dapat raksolmatrik yang merepresentasikan

komponen operator spin Paali sebagai berikut:

2 n(0 1
O'X:_X_
h 21 0

(01
Oy = (1 Oj' (24)

Dengan cara yang sama, kita dapat menuliskan koempkomponen operator spin Pamlji o,

sebagai berikut:

Oy = {1 Oj dan (25)

1 0
0= (0 _J. (26)

Ketiga matrik inilah (persamaan 24, 25, dan 26 gyldta cari dan kita sebut sebagai

matrik-matrik spin Pauli.

Eigenvektorn danf dapat dinyatakan dalam bentuk matrik sebagai bierik
1 0 _ .
a= (OJ; danf} = (J sehingga persamaan orthonomalisasi dari keduaneksebut

dapat kita hitung sebagai berikut:

(ala)= (1 0) (Cl)j: 1.

alp)= @ 0)[J)=0
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Contoh soal :

Hitunglah eigenvalue dan eigenvektor untyld&ri sebuah spin setengah (s =%2).

Jawab:
a. Kita misalkan eigenvalue daxi ®rsebut adalah,Edan eigenvektorny$A> yang

komponennya adalahdan g, sehingga kita dapat menuliskan persamaan eigengabagai

berikut:
Sc|A) =Ec|A),

Dimana:|A) =a|A,) +a&|A,)

2(1 0)la, “\a, )
Supaya persamaan matrik ini dapat diselesaikamiéditebih dahulu harus mengalikan suku

10
persamaan di ruas kanan dengan sebuah matriktae(yaitu matrik(0 J) kemudian

memindahkannya ke ruas kiri, sehingga persamaseltetr tampak seperti di bawah ini

HRRTAR
HEINE
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(28)

I
o
)
2
»
c
kAl
I
I+
N | S

Jadi eigenvalue dari operator &lalah % dan + %

b. Selanjutnya marilah kita hitung eigenvektor 3ntuk itu, kita substitusikan kedua nilai

eigenvalue tadi ke persamaan (27) satu persamaaseszgai berikut.

e untuk B =+ % kita peroleh persamaan sebagai berikut :

_h ok

( hz zhj(alJ = 0, berarti a= .
L —1l{g
2 2 2

Karena eigenvektor ini harus normal, maka:

(A|A) =1=(a)’+ (a)> Karena a= &, maka 2 (3° =1. Atau @ = & =

-

Jadi eigenvektor,Slengan eigenvalug E + % adalah:

1 1
A) = —1A) + —=1A,).
2) = FIA) + lAy)
: 1 (1
Atau dalam bentuk matrikA)= o = 5 (J

L atihan : Cobalah tentukan eigenvektar gtuk eigenvalue—g.

Petunjuk : Ikuti langkah-langkah seperti pada bagian badiatiengan

mensubstitusikan nilai &= % ke dalam persamaan (27). Anda harus mendapatkan

1
nilai eigenvektor|B) = B, = 1 ( ]

J2 -1
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